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Abstract

Clustering is one of the most well-known fundamental problems in computer science. In
this thesis we have focused on a particular version of such problem, called capacititated k-
center, and we analyze and survey them in the distributed model, when massive data is given.
Our contribution in this research includes a new approximation algorithms with constant
approximate factors for such problems in the distributed model, as well as improving the
best available algorithm for capacitated k-center problem. Composable coreset as one of
the most important techniques in distributed and streaming model is our primary tools in
designing these algorithms. This technique gives the opportunity of solving the problem in
smaller chunks of data, and giving the result by combining them.
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سپاس

قطره�ای اندیشه، ران بی دریای در را ش کوچ بنده که است خداوندی آن از ستایش و سپاس نخستین

در اکنون�که لذا نشیند. تماشا به بزرگ آموزگاران ناب اندیشه�های دریچه از را آن وسعت تا ساخت

را سپاس مراتب تا میدانم لازم خود بر است، رسیده انجام به حاضر پایان�نامه بنده�نوازی�هایش سایه�سار

�رسید. نم انجام به پایان�نامه این هرگز نبود، رشان یاری دست اگر که آورم به�جا بزرگواران از

داشتند، عهده بر را پایان�نامه این راهنمای زحمت که �زاده ضراب دکتر آقای جناب گران�قدرم استاد از ابتدا

رادارم. سپاس کمال

داشتند، اری هم مقاله این نتایج آوردن دست به در که ، میرجلال کیان مهندس عزیزم، دوست از سپس

سپاس�گزارم. صمیمانه

حضورشان که �کنم م تقدیم عزیزم برادر و مادر پدر، به �ام، زندگ همراهان مهربان�ترین به ویژه سپاس و

است. بوده سخاوت �ریای ب مصداق �ام زندگ فضای در



یده چ

این در است. کامپیوتر علوم در پایه�ای مسائل شناخته�شده�ترین و مهم�ترین از نقاط خوشه�بندی مسائل

تمرکز �شوند م شناخته دار» ظرفیت «k-مرکز نام با که مسائل این از خاص دسته�ی روی بر ما پژوهش

داده از زیادی حجم با که توزیع�شده مدل در را مسائل از دسته این تا �کنیم م سع و کرد، خواهیم

وریتم�ها ال این ارائه در کنیم. ارائه آن برای جدیدی تقریب وریتم�های ال و نموده بررس هستیم، روبرو

کم است، قرارگرفته موردتوجه توزیع�شده مدل�های در که ترکیب�پذیر» هسته�ی «مجموعه�های شیوه از

بخش�های به را مسئله حجیم، داده�های ازای به تا �کند م کم ما به مفهوم این است. گرفته�شده

وریتم ال چند ارائه کنیم. استفاده تقریب جواب ی ارائه برای نتایج، اجتماع از و سته ش کوچ

و توزیع�شده مدل در دار ظرفیت k-مرکز مسئله مختلف نسخه�های برای ثابت تقریب ضریب با تقریب

�آید. م به�شمار پژوهش این نتایج از ، فعل وریتم�های ال تقریب ضریب بهبود

مدل دار، ظرفیت k-مرکز خوشه�بندی، ترکیب�پذیر، هسته�ی مجموعه�های ، تقریب وریتم ال کلیدواژه�ها:

توزیع�شده
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١ فصل

مقدمه

خواهیم ارائه را آن�ها یزه�های ان و اهداف و پژوهش این در موردنظر مسائل از مقدمه�ای فصل این در

هدف که آن ظرفیت�دار نسخه�های و k-مرکز مسئله�ی خاص به�طور و خوشه�بندی مسائل معرف به و داد

ورودی�های ازای به مسائل از دسته این با برخورد نحوه�ی به سپس �پردازیم. م است پژوهش این اصل

مجموعه�های مفهوم از استفاده با خاص به�طور و توزیع�شده مدل در انجام�شده پژوهش�های و بزرگ

کرد. خواهیم تمرکز هسته،

کاربردهای پایه�ایاستکه مسائل دسته شناخته�شده�ترین و مهم�ترین از ی نقاط، مسئله�یخوشه�بندی

بین فاصله که نقاط از مجموعه�ای �توان م نمونه به�عنوان �شود. م مشاهده صنعت در گسترده به�طور آن

ارائه دنبال به خوشه�بندی مسائل صورت این در گرفت. نظر در �دهد م نشان را شباهت میزان نقاط

موضوع این و یرند ب قرار دسته ی در مشابه اجسام طوری�که بود خواهند نقاط از دسته�بندی ی

این ازجمله k-میانه، و k-مرکز قبیل از مسائل یرد. ب قرار مورداستفاده جستجو موتورهای در �تواند م

در همچنین دارند. ر دی ی با جزئ تفاوت�های ١ هدف تابع تعریف در که �باشند م خوشه�بندی مسائل

نسخه�های در نمونه، به�عنوان �شود. م همراه جدید محدودیت�های با خوشه�بندی عمل مسائل، از دسته�ای

�شود. م گرفته نظر در محدودیت ی خوشه هر اندازه برای ، k-مرکز مسئله�ی ظرفیت�دار

پاسخ چندجمله�ای زمان در �توان نم و [١] هستند ٢ -سخت ان�پ خوشه�بندی مسائل اغلب ازآنجاکه

Objective Function١

NP-hard٢

١٠



١١ مقدمه .١ فصل

برای وریتم�های ال ارائه دنبال به ران پژوهش عموماً ،(P = NP ر (م آورد، دست به آن�ها برای دقیق

بوده�اند. مسئله تقریب حل

گسترده�ای ل ش به �باشند پردازشم نیازمند که داده�هایخام حجم اخیر سال�های در ر، طرفدی از

اشت- ن همچون چارچوب�های و توزیع�شده مدل�های از استفاده دلیل همین به است. یافته افزایش

مجزا ماشین تعدادی توسط مسئله تا �شود م سع مدل�ها این در است. گرفته قرار استقبال مورد کاهش

باشد. داشته وجود داده�ای تبادلات به�صورتمحدود �تواند م ماشین�ها بین شود. حل موازی به�صورت و

فضای در ظرفیت�دار k-مرکز مسئله�ی حل برای تقریب روش چند تا داریم قصد پژوهش این در

ظرفیت�های با نسخه ظرفیت�دار، k-مرکز مسئله�ی از نسخه دو بر پژوهش این دهیم. ارائه توزیع�شده

ی پژوهش، این در ارائه�شده وریتم�های ال داشت. خواهد تمرکز سخت، ظرفیت�های با نسخه�ی و نرم

داد. خواهند ارائه موجود وریتم�های ال به نسبت بهبودیافته تقریب ضریب

مسئله تعریف ١-١

انتخاب k-مرکز مسئله از هدف است. k-مرکز مسئله�ی پژوهش این در موردبحث اصل مسئله

نقطه دورترین فاصله به�طوری�که است S مسئله ورودی نقاط مجموعه میان از نقطه k از P مجموعه�ی

در و �شوند م فرض خوشه ی نماینده P مجموعه نقاط از ی هر باشد٣. کمینه P نقاط مجموعه از

با تنها خوشه�بندی خوشه�بندی، فرمول�بندی�های بعض در �شوند. م نامیده خوشه ی «مرکز» اصطلاح

نقطه هر اگر چراکه نیست. مراکز این به نقاط سایر انتساب به نیازی و �گیرد م انجام مرکزها انتخاب

این اما کرد؛ خواهیم پیدا دست نقاط از خوشه�بندی ی به کنیم منتسب خود مرکز �ترین نزدی به را

نسخه�های در و باشد نداشته وجود خوشه هر اندازه بر محدودیت که است درست زمان تا تنها حرف

گردد. مشخص دقیق به�طور نیز انتساب نحوه تا است نیاز است، ما موردعلاقه که ظرفیت�دار

تصور گراف ی را مسئله ورودی �توان م است، موردبحث متری۴ فضای در مسئله فرضکه این با

آن�ها به رئوس سایر انتساب و گراف از رأس k انتخاب دنبال به k-مرکز مسئله�ی صورت، این در نمود.

�نامیم، م خوشه شعاع را آن که آن به شده منتسب مرکز تا رأس ی از فاصله بیشترین به�طوری�که است

است S مجموعه از نقطه �ترین نزدی تا p نقطه فاصله برابر S نقطه مجموعه ی از p مانند نقطه ی ٣فاصله

Metric۴



١٢ مقدمه .١ فصل

�شود: م تعریف زیر به�صورت رسم به�صورت مسئله این باشد. کمینه

اندازه با S ⊆ V زیرمجموعه�ی ،G = (V,E) وزن�دار گراف ازای به ( k-مرکز (مسئله�ی ١-١ تعریف

شود. کمینه زیر عبارت� طوری�که کنید پیدا k حداکثر

max
u∈V

min
v∈S

d(u, v)

از نقطه هر ازای به مسائل از دسته�ای در است. قابل�تعمیم مختلف ل�های ش به k-مرکز مسئله�ی

ان�یاب «م مسئله به که �شود م گرفته نظر در نقطه آن برای بازگشای هزینه ی مرکز، ی به�عنوان ورودی

شعاع ی با مراکز تعداد کردن کم هدف پژوهش�ها، از ر دی دسته�ای در است. مشهور «۵ تسهیلات

مسئله به و �پردازند م خوشه هر اندازه روی بر ظرفیت اعمال به نیز پژوهش�ها از دسته�ای است. ثابت

داشت. خواهیم تمرکز آن روی بر خاص به�طور پژوهش این در ما که است مشهور ظرفیت�دار» «k-مرکز

در �شویم. م قائل وزن ی نقطه هر ازای به ظرفیت�دار، k-مرکز مسئله�ی از خاص نسخه�ی در همچنین

مسئله از نسخه این �کند. م استفاده مرکز ظرفیت از نقطه، آن وزن به�اندازه نقطه، ی پوشش صورت این

برای ابزاری به�عنوان مسئله از نسخه این است. مشهور ظرفیت�دار» k-مرکز مسئله�ی وزن�دار «نسخه به

خواهد پرداخته آن به تفضیل به ٢-۴ بخش در و گرفت خواهد قرار مورداستفاده نهای وریتم ال ارائه

شد.

نقاط (حداکثر خوشه هر در مجاز نقاط تعداد حداکثر محدودیت ظرفیت�دار۶ k-مرکز مسئله در

شدن کاربردی�تر هرچه یزه�ی باان نسخه این �شود. م اضافه اصل مسئله به مرکز) ی به انتساب قابل

بر (k = ٢) آنتن دو دادن قرار دنبال به ما که کنید فرض نمونه برای است. قرارگرفته موردتوجه مسائل

کمینه نقاط تمام پوشش برای لازم شعاع به�طوری�که هستیم، V = {v١, v٢, v٣, v۴}رئوس مجموعه روی

بیان�شده). k-مرکز مسئله�ی (همانند باشد

اما است؛ داده�شده نمایش چپ ١-١-سمت ل ش در (R با برابر (شعاع مسئله این برای بهینه پاسخ

به�صورت را، آنتن�ها تمام ظرفیت اگر دارد. سرویس�ده در محدودی ظرفیت آنتن ی واقع دنیای در

(شعاع بود خواهد متفاوت مسئله بهینه جواب صورت این در ،(L = ١) کنیم فرض واحد ی سان، ی

است. شده داده نمایش راست ١-١-سمت ل ش در که (
√
٣R با برابر

Facility Location۵

Capacitated k-Center۶



١٣ مقدمه .١ فصل

ظرفیت�دار و �ظرفیت ب حالت برای k-مرکز مسئله بهینه شعاع مقایسه :١-١ ل ش

�شود: م تعریف زیر به�صورت رسم به�صورت ظرفیت�دار k-مرکز مسئله

S ⊆ V زیرمجموعه�ی ، G = (V,E) وزن�دار گراف ازای به ظرفیت�دار) k-مرکز (مسئله�ی ١-٢ تعریف

زیر عبارت� و باشد شده منتسب S از مرکز هر به رأس L حداکثر طوری�که کنید پیدا k حداکثر اندازه با

شود. کمینه نیز

max
u∈V

min
v∈S

d(u, v)

قرارگرفته�اند. موردمطالعه مختلف پژوهش�های در متعددی تعاریف با ظرفیت�دار نسخه�های تاکنون

نرم٧» ظرفیت�های با «k-مرکز نام�های با مسئله این از پایه�ای ظرفیت�دار نسخه دو [٢] سوسمان و خولر

داده�اند. قرار موردبررس را سخت٨» ظرفیت�های با «k-مرکز و

�شود. م گرفته نظر در L حداکثر خوشه هر ظرفیت ظرفیت�هایسخت، با k-مرکز مسئله تعریف در

داده اجازه این خوشه، هر روی بر Lتای حداکثر محدودیت کنار در نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله در

نوبت هر در �توانیم م ما صورت این در شود. استفاده مرکز به�عنوان �بار ی از بیش نقطه ی تا �شود م

انتخاب مرکز به�عنوان را ورودی نقاط از ی هر ، قبل انتخاب�های گرفتن نظر در بدون وریتم، ال از

کنیم.

k-Center with soft capacities / Capacitated multi-k-Center٧

k-Center with hard capacities / L-Balanced k-Center٨



١۴ مقدمه .١ فصل

موضوع اهمیت ١-٢

ران پژوهش توجه میزان و �سو، ی از خوشه�بندی مسائل دسته روی بر انجام�شده مطالعات گسترده حجم

مسائل از طیف این اهمیت �تواند م ر، دی سوی از مسئله گوناگون نسخه�های و خاص حالت�های به

کاربردهای خاص، به�طور k-مرکز مسئله�ی با رابطه در دهد. نشان به�خوب کامپیوتر علوم دنیای در را

و داده�ها دسته�بندی تسهیلات، ان�یاب م موضوع به �توان م آن�ها ازجمله که دارد وجود گوناگون عمل

بررس به خاص به�طور پژوهش�ها از دسته�ای که است گفتن همچنین نمود. اشاره جستجو موتورهای

.[٣] پرداخته�اند k-مرکز مسئله�ی کاربردهای

در تعادل وجود شد، ارائه قبل بخش در که مثال مانند کاربردها از بعض در ه آن به توجه با

تعداد همچنین مطرح�شده�اند. k-مرکز مسئله�ی از ظرفیت�دار نسخه�های است، ضروری خوشه�بندی

ران پژوهش ویژه توجه نشان�دهنده مسائل از دسته این روی بر اخیر دهه ی در پژوهش�هایصورتگرفته

مسائل کاربردهای بزرگ�ترین از ی عمل در ازآنجاکه همچنین است. مسائل این به ران صنعت و

داده�های از حجم چنین پردازش ان ام و است ٩ حجیم داده�های مجموعه تحلیل برای خوشه�بندی

مسئله تقریب یا و توزیع�شده حل روش�های دنبال به ران پژوهش ندارد، وجود متمرکز و ترتیب به�صورت

�باشند. م

موضوع ادبیات ١-٣

مسئله�ی حل برای تقریب وریتم ال ی ارائه پژوهش این در موردبحث اصل مسئله ه آن به توجه با

بود. خواهیم ارتباط در پژوهش�ها از گسترده طیف دو با ما است، توزیع�شده مدل در ظرفیت�دار k-مرکز

نسخه�های و k-مرکز مسئله�ی به خاص به�طور و خوشه�بندی مسائل به که هستند پژوهش�های اول دسته

مدل قبیل از توزیع�شدگ شیوه�های و مدل�ها به مربوط مطالعات نیز دوم دسته و دارند توجه آن ظرفیت�دار

ما موردعلاقه نیز پرداخته�اند دو این ترکیب به که پژوهش�ها از دسته آن همچنین است. اشت-کاهش ن

است.

در �توان نم و هستند[١] ١٠ -سخت ان�پ غالباً خوشه�بندی مسائل دسته که است شده ثابت پیش�تر

Massive Data٩

NP-hard١٠



١۵ مقدمه .١ فصل

ران پژوهش عموماً درنتیجه، .(P = NP ر (م آورد، دست به آن�ها برای دقیق پاسخ چندجمله�ای زمان

ی بوده�اند. آن از خاص نسخه�های یا و مسئله تقریب حل برای وریتم�های ال ارائه دنبال به حوزه، این

که است چندجمله�ای زمان در وریتم ال ی کمینه�سازی، مسئله ی برای ρ تقریب با تقریب وریتم ال

اصل نسخه خاصبرای به�طور �کند. م تضمین را بهینه جواب هزینه برابر ρ حداکثر هزینه با جواب ی

گنزالس توسط ١٩٨۵ در است ٢-تقریب وریتم ال ی که ن مم وریتم ال بهترین k-مرکز مسئله�ی از

است. ارائه�شده [۴]

سه که است پیداکرده تعمیم مختلف ل�های ش به k-مرکز مسئله�ی شد، بیان پیش�تر که همان�طور

بود: خواهند ما موردتوجه ویژه به�طور زیر، ظرفیت�دار نسخه

نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی .١

سخت ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی .٢

نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی وزن�دار نسخه .٣

قرارگرفته�اند. موردمطالعه مختلف پژوهش�های در متعددی تعاریف با ظرفیت�دار نسخه�های تاکنون

را سخت و نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله، این از پایه�ای ظرفیت�دار نسخه دو [٢] سوسمان و خولر

سخت) نسخه (برای ۶ و نرم) نسخه (برای ۵ تقریب ضرایب با وریتم ال دو و داده�اند قرار موردبررس

است. ارائه�شده

از �تری کل نسخه�ای روی بر اخیراً نیز [۶] اران هم و آن چان هون و [۵] سایرین و خولر همچنین

٩-تقریب وریتم ال ی آن، نتیجه که داده�اند انجام مطالعه نباشد، سان ی نقاط ظرفیت آن در که مسئله

با است، پیشین نسخه�های �تر کل فرم که مسئله از نسخه این است. خط برنامه�ریزی شیوه از استفاده با

�شود. م شناخته سان١١» ی غیر ظرفیت�های با «k-مرکز نام

نیز پرداخته�اند توزیع�شدگ بحث به که پژوهش�ها از دوم دسته به ما شد، بیان ابتدا در که همان�طور

محاسبات استاندارد چارچوب�های١٣ از ی به�عنوان اشت-کاهش١٢، ن مدل داشت. خواهیم توجه

پژوهش�های از بسیاری و دارد قرار ران پژوهش موردتوجه توزیع�شدگ بحث در ویژه به�طور توزیع�شده،

k-Center with non-uniform capacities١١

١٢MapReduce
١٣Framework



١۶ مقدمه .١ فصل

ماشین هر در و �گردد م توزیع ماشین تعدادی بین داده مدل این در پرداخته�اند. مفهوم این به دسته این

�شود. م رار ت دور١۴ چندین ط در عمل این و �پذیرد، م صورت داده�ها از بخش روی بر محاسبات

است. شده ارائه [٧] پژوهش در اشت-کاهش ن مدل از رسم مدل ی

در همچنین است. انجام�شده پژوهش[٨] در بار اولین مسئله�یk-مرکز برایحل مدل این به�کارگیری

ری موردبازن اشت-کاهش ن مدل در دورافتاده١۵ نقاط با k-مرکز مسئله�ی ،[٩] موسل و ایم اخیر کار

-۴ وریتم ال ی و مسئله اصل نسخه برای ٢-تقریب وریتم ال ی پژوهش این در است. قرارگرفته

است. گشته ارائه دورافتاده نقاط با نسخه برای تقریب

روی بر ماشین) هر (در موازی به�طور وریتم ال که هستیم آن دنبال به ما توزیع�شده مدل در عموماً

ترکیب�پذیر» هسته�ی «مجموعه�های بنام مفهوم در نیاز این شود. اجرا مسئله ورودی�های از بخش

زیرمجموعه�ای ،S برایمجموعه ترکیب�پذیر مجموعه�یهسته�ی ی ساده، زبان به است. قرارگرفته موردتوجه

همچنین �دهد. م ورودی کل برای بهینه جواب از تقریب ما به T روی بر مسئله حل استکه T ⊆ S مانند

ی با اشت-کاهش، ن مانند مدل در تا �دهد م ما به را ان ام این هسته مجموعه�های این ترکیب�پذیری

کل ازای به بهینه پاسخ از خوب تقریب ی به ماشین�ها، اول مرحله خروج روی بر نهای پردازش

سایرین و ایندی و [١٠] سایرین و �زاده ضراب اخیر کارهای در مفهوم این برسیم. ورودی داده�های

است. قابل�مشاهده [١١]

بوده محدود بسیار خوشه�بندی مسائل حل برای ترکیب�پذیر هسته�ی مجموعه�های مفهوم از استفاده

[١٢] اران هم و باطن اخیر کار در خاص به�طور هستیم. حوزه این روی بر تمرکز دنبال به ما و است

حالت در ظرفیت�دار خوشه�بندی و خوشه�بندی مسائل برای ثابت تقریب ضریب با تقریب وریتم ال چند

است. استفاده�شده قابل�ترکیب هسته�ی مجموعه�های مفهوم از که است ارائه�شده توزیع�شده

تحقیق اهداف ۴-١

فضای در مسئله حل و مختلفآن نسخه�های نقاط، خوشه�بندی مسئله�ی که �شود م سع پایان�نامه این در

ظرفیت�های با k-مرکز نرم، ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی ویژه به�طور گیرد. قرار موردمطالعه توزیع�شده

١۴Round
١۵Outlier



١٧ مقدمه .١ فصل

کارهای دقیق مطالعه از پس پژوهش، این در گرفت. خواهد قرار ما موردتوجه آن وزن�دار نسخه و سخت

و جدید وریتم�های ال ان ام صورت در و گردند بازبین موجود وریتم�های ال تا است شده سع مرتبط

نسخه�های حل برای جدید وریتم ال چهار پژوهش این در عمل، در همچنین گردد. ارائه بهبودیافته�ای

است. گشته ارائه ظرفیت�دار k-مرکز مسئله�ی مختلف

پایان�نامه ساختار ۵-١

بود. خواهد پایان�نامه با مرتبط اولیه تعاریف دربرگیرنده دوم فصل است. ششفصل شامل پایان�نامه این

مسائل این حل برای توزیع�شده وریتم�های ال و خوشه�بندی مسائل با مرتبط پژوهش�های سوم فصل در

ارائه آمده دست به پایان�نامه این در که جدیدی نتایج پنجم و چهارم فصل در �شود. م بیان به�تفصیل

ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی وزن�دار نسخه حل برای جدید وریتم ال ی چهار، فصل در �گردد. م

k-مرکز مسئله�ی ظرفیت�دار نسخه حل برای ر دی وریتم ال سه پنجم فصل در سپس �گردد. م ارائه نرم

صورت مقایسه�ای موجود، نتایج و پژوهش این از حاصل نتایج بین پایان، در همچنین �گردد. م ارائه

پرداخت. خواهد آت کارهای برای پیشنهادهای و نتیجه�گیری به پنجم فصل پایان، در �گیرد. م



٢ فصل

اولیه مفاهیم

در که پرداخت خواهیم مطالب پیش�نیاز و اولیه مفاهیم بررس و تعریف به پایان�نامه از فصل این در

شد. خواهد استفاده آن�ها از آت فصل�های

تقریب وریتم�های ال ٢-١

چندجمله�ای وریتم ال ی که �رود نم انتظار دارند قرار -سخت ان�پ کلاس در که مسائل حل برای

است مدت�ها NP و P برابری عدم یا برابری مسئله�ی ر، دی سوی از همچنین باشد. داشته وجود

با وریتم�های ال نیازمند مسائل، از دسته این حل برای لذا است. �مانده باق حل�نشده مسئله�ی ی که

و باشند داشته بهینه جواب به نزدی جواب دست�کم بتوانند تا هستیم چندجمله�ای زمان پیچیدگ

وریتم�های ال لذا باشند. داشته بهینه جواب به تقریب جواب نسبت حداکثر از بالای کران درعین�حال

آن�ها برخلاف و داشته تفاوت �دهند م ارائه خوب نسبتاً جواب تنها که اری١ ابت وریتم�های ال از تقریب

باشند. داشته جواب کارای به نسبت تضمین �توانند م

جواب نسبت از بالای کران که �شود م گفته وریتم�های ال به ( تقریب وریتم�های (ال ٢-١ تعریف

�شود. م خوانده تقریب٢ ضریب بالا کران این هستند. دارا را بهینه جواب به تقریب

Heuristic١

Approximation Factor٢

١٨



١٩ اولیه مفاهیم .٢ فصل

مستقل ضریبتقریبثابتو که تقریب وریتم�های ال ثابت) ضریب تقریب وریتم�های (ال ٢-٢ تعریف

�خوانیم. م ثابت٣ ضریب تقریب وریتم�های ال را دارند ورودی مسئله�ی شرایط و اندازه از

ضریب با تقریب وریتم ال که است ۴ رأس پوشش مسئله�ی ، NP کلاس کلاسی مسائل از ی

�گردد. م بیان زیر به�صورت که دارد وجود آن برای ٢ ثابت

مجموعه �خواهیم م ،G = (V,E)جهت� ب و گرافساده داشتن با ( رأس پوشش (مسئله�ی ٢-٣ تعریف

باشد. برقرار ∀(u, v) ∈ E : u ∈ S ∨ v ∈ S رابطه�ی و بوده کمینه |S| که کنیم پیدا به�گونه�ای را S ⊂ V

که داد نشان �توان م به�راحت و �شود م حل ساده حریصانه وریتم ال ی توسط رأس پوشش مسئله

حریصانه، روش به مسئله حل برای است. ٢ ثابت ضریب با تقریب وریتم ال حریصانه، وریتم ال این

یال�های کلیه و Mاضافه مجموعه به را v و uرأس دو هر سپس و �کنیم م انتخاب را uv دلخواه یال ی

مجموعه�ی که �دهیم م ادامه زمان تا را کار این �کنیم. م Eحذف یال�های مجموعه�ی از را آن�ها به متصل

و ابتدا گره�های از ی حداقل ،E شدن ته با زیرا است، رأس پوشش ی M مجموعه شود. ته E

در که uv یال هر از که است مشخص همچنین داشت. خواهند وجود M مجموعه�ی در یال�ها انتهای

مجموعه در باید هردو، یا و v یا uرأس بوده�ایم، کرده انتخاب E مجموعه از حریصانه وریتم ال حلقه�ی

جواب رئوسمجموعه از ی تنها مرحله هر در حالت بدترین در �که ازآنجای باشند. موجود بهینه جواب

بود. خواهد ٢ ثابت عدد با برابر وریتم، ال این تقریب ضریب بالای کران �کنیم، م انتخاب را بهینه

گروه، این از تقریب وریتم�های ال هستند. ۵PTAS وریتم�های ال ، تقریب وریتم�های ال از ر دی گروه

یا و کمینه�سازی) مسئله�های (در ١ + ϵ تقریب با جواب �تواند م ورودی، به�عنوان ϵ > ٠ هر داشتن با

ϵ هر ازای به باید PTAS وریتم�های ال دهند. ارائه بهینه جواب از بیشینه�سازی) مسئله�های (در ١ − ϵ

حت �تواند م وریتم�ها ال این زمان مرتبه�ی درنتیجه باشند. چندجمله�ای ورودی به�اندازه�ی نسبت ثابت،

نباشند. چندجمله�ای است ن مم ϵ به نسبت PTAS وریتم�های ال بنابراین باشد؛ O(n( ١
ϵ
)!)

�شوند تعریفم ،PTAS وریتم�های ال گروه از زیرمجموعه�ای ،۶EPTAS وریتم�های ال گروه درنتیجه

در حت البته است. ϵ از مستقل c رابطه این در که بوده، O(nc) به�صورت آن�ها اجرای زمان که

Constant Factor Approximation Algorithms٣

Vertex Cover۴

Polynomial-time Approximation Scheme۵

Efficient Polynomial-time Approximation Scheme۶



٢٠ اولیه مفاهیم .٢ فصل

شود. ظاهر O ثابت ضریب در نمای به�صورت �تواند م ϵ همچنان نیز EPTAS گروه وریتم�های ال

برده میان از را ١
ϵ و مسئله به�اندازه�ی نسبت زمان مرتبه شدن نمای ان ام ٧FPTAS وریتم�های ال گروه

چندجمله�ای ١
ϵ و مسئله اندازه�ی پارامتر دو هر به نسبت گروه، این در طبقه�بندی�شده وریتم�های ال تمام و

هستند.

خوشه�بندی ٢-٢

به�طور زمان طول در و �باشند م کامپیوتر علوم مسائل پایه�ای�ترین و �ترین قدیم از ی خوشه�بندی مسائل

ی ارائه دنبال به مسائل این ورودی، نقاط مجموعه ی ازای به قرارگرفته�اند. موردمطالعه گسترده�ای

ی معمولا همچنین �شود. م گفته «خوشه٨» ی اصطلاح در دسته هر به که هستند نقاط از دسته�بندی

درنتیجه و �شود م شناخته خوشه٩» «مرکز به�عنوان و نظر در خوشه آن نماینده به�عنوان خوشه هر از نقطه

بپذیرد. صورت مراکز این کردن مشخص با تنها �تواند م خوشه�بندی

از خاص پارامتر ی کمینه�سازی با همراه خوشه�بندی ی ارائه دنبال به معمولا خوشه�بندی مسائل

دلیل، همین به �شود. م خوانده مسئله هدف١٠» «تابع اصطلاح در که هستند خوشه�ها) تعداد (مانند آن
k-میانه١٢ ،١١ k-مرکز قبیل از مسائل �شوند. م شناخته بهینه�سازی مسائل به�عنوان خوشه�بندی مسائل

با جزئ تفاوت�های هدف تابع تعریف در که �باشند م خوشه�بندی مسائل این ازجمله ین١٣ k-میان و

دارند. ر دی ی

خوشه�بندی ی ارائه دنبال به �شود) م شناخته نیز ه١۴ شب ان�یاب م نام با (که k-مرکز مسئله�ی

کمینه است، معروف شعاع به که آن، به شده منتسب مرکز تا نقطه هر از فاصله بیشترین به�طوری�که است

باشد.

Fully Polynomial-time Approximation Scheme٧

Cluster٨

Center٩

Objective Function١٠

k-center١١

k-median١٢

k-means١٣

Network Location Problem١۴



٢١ اولیه مفاهیم .٢ فصل

زیرمجموعه�ی ،G = (V,E) وزن�دار گراف ازای به : مسئله�یk-مرکز ( k-مرکز (مسئله�ی ۴-٢ تعریف

شود. کمینه زیر عبارت� طوری�که کنید پیدا k حداکثر اندازه با S ⊆ V

max
u∈V

min
v∈S

d(u, v)

مهم�تری از تعدادی که بود خواهد قابل�تعریف خوشه�بندی مسائل سایر هدف تابع مشابه، به�طور
هزینه١۵ تابع یا هدف، توابع تعاریف، از بعض در همچنین است. شده آورده ٢-١ جدول در آن�ها

�شود. م مطرح پارچه ی و کل به�صورت خوشه�بندی مسائل تمام ازای به خوشه�بندی،

بنامیم V را خوشه�بندی نقاطورودیمسئله مجموعه اگر (p خوشه�بندی مسئله هزینه (تابع ۵-٢ تعریف

اشاره Ci خوشه مرکز به vi به�طوری�که باشد، نقاط این از خوشه�بندی ی Cr تا C١ زیرمجموعه�های و

نمود: تعریف زیر به�صورت �توان م را خوشه�بندی هزینه تابع کند،

Cost(Cp) = (
∑
i

∑
c∈Ci

d(v, vi)
p)

١
p

و ین k-میان k-میانه، مسائل هدف توابع به ،۵-٢ تعریف در p = ∞ و p = ٢ ،p = ١ ازای به

رسید. خواهیم (٢-١ جدول با (مطابق k-مرکز

هدف تابع مسئله

آن به شده منتسب مرکز تا نقطه هر از فاصله بیشترین k-مرکز

مرکزش از خوشه ی نقاط فاصله ین میان k-میانه

مرکزش از خوشه ی نقاط فاصله ین میان مربع ین k-میان

خوشه�بندی مسائل از تعدادی هدف تابع :٢-١ جدول

پاسخ چندجمله�ای زمان در �توان نم و [١] هستند ١۶ -سخت ان�پ خوشه�بندی مسائل تمام ازآنجاکه

برای وریتم�های ال ارائه دنبال به ران پژوهش عموماً ،(P = NP ر (م آورد، دست به آن�ها برای دقیق

ی k-مرکز مسئله�ی برای موجود تقریب وریتم ال بهترین نمونه، به�عنوان بوده�اند. مسئله تقریب حل

است. ارائه�شده [۴] گنزالس توسط ١٩٨۵ سال در که است ٢-تقریب وریتم ال

Cost Function١۵

NP-hard١۶



٢٢ اولیه مفاهیم .٢ فصل

دسته�ای در است. قابل�تعمیم مختلف ل�های ش به ، k-مرکز مسئله�ی به�ویژه و خوشه�بندی، مسائل

گرفته نظر در نقطه آن برای بازگشای هزینه ی مرکز، ی به�عنوان ورودی از نقطه هر ازای به مسائل از

علاوه �شود، م شناخته «١٧ تسهیلات ان�یاب م «مسئله به که خوشه�بندی مسئله از نسخه این در �شود. م

هستیم. نیز مراکز بازگشای هزینه�های کاهش دنبال به ما خوشه، شعاع بر

مسائل این در است. ثابت شعاع ی با مراکز تعداد کردن کم هدف پژوهش�ها، از ر دی دسته�ای در

�شود. م تعریف مراکز تعداد روی بر هدف تابع و �شود م داده مسئله ورودی به�عنوان خوشه، شعاع

است. مشتری تعدادی پوشش برای مشخص برد با آنتن تعدادی دادن قرار مسئله، این عمل مصداق

شده متمرکز خوشه�بندی مسئله از دورافتاده١٨» نقاط «با نسخه�های روی بر مطالعات از بخش همچنین

نظر در نهای جواب در ورودی نقاط از محدودی تعداد که دارد وجود ان ام این نسخه�ها این در است.

آید. دست به مسئله برای ( نقاط چنین وجود از (مستقل جواب ی و نشود گرفته

توازن ایجاد و خوشه�ها اندازه بر محدودیت اعمال دنبال به پژوهش�ها از ری دی دسته همچنین

نقطه هر به مسائل، این در هستند. مشهور «ظرفیت�دار١٩» خوشه�بندی مسائل به که هستند آن�ها بین

نقطه ی �دهد م نشان که مسئله) ورودی از بخش (به�عنوان �شود م داده تخصیص ظرفیت٢٠ ی

دیدگاه از کند. منتسب خود به �تواند م را نقطه تعداد چه تا گردد انتخاب مرکز به�عنوان �که درصورت

سان٢٢» ی غیر ظرفیت�های «با و سان٢١» ی ظرفیت�های «با دسته دو به ظرفیت�دار، مسائل نقاط، ظرفیت

است. قابل�طبقه�بندی

«k-مرکز مسئله دو مانند ری دی متعدد تعاریف با ظرفیت�دار مسائل فوق، تقسیم�بندی بر علاوه

موردمطالعه مختلف پژوهش�های در نیز سخت٢۴» ظرفیت�های با «k-مرکز و نرم٢٣» ظرفیت�های با

برابر و سان ی خوشه�ها تمام ظرفیت سخت، ظرفیت�های با k-مرکز مسئله تعریف در قرارگرفته�اند.

اندازه روی بر محدودیت این کنار در نرم، ظرفیت�های با k-مرکز مسئله در �شود. م گرفته نظر در L

Facility Location١٧

Outlier١٨

Capacitated١٩

Capacty٢٠

Uniform٢١

Non-uniform٢٢

k-center with soft capacities OR Capacitated multi-k-center٢٣

k-center with hard capacities / L-Balanced k-center٢۴



٢٣ اولیه مفاهیم .٢ فصل

در شود. استفاده مرکز به�عنوان بتواند �بار ی از بیش نقطه ی تا �شود م داده عمل آزادی این خوشه�ها،

نقاط از ی هر ، قبل انتخاب�های گرفتن نظر در بدون وریتم، ال از نوبت هر در �توانیم م ما صورت این

نماییم. انتخاب جدید مرکز ی به�عنوان را ورودی

ی ظرفیت، بر علاوه نقطه، هر ازای به ظرفیت�دار، k-مرکز مسئله�ی از خاص نسخه�ی در همچنین

ظرفیت از نقطه آن وزن به�اندازه مرکز، ی به نقطه ی انتساب صورت این در �شویم. م قائل نیز وزن

نرم/سخت٢۵» ظرفیت�های با وزن�دار «k-مرکز به مسئله این کرد. خواهد استفاده شده منتسب مرکز

است. مشهور

هسته مجموعه ٢-٣

علاوه که شرط به �خوانیم م هسته٢۶» «مجموعه�ی ی را C ⊂ P مجموعه�ی ،P نقاط مجموعه ازای به

اصل مجموعه روی بر بهینه جواب برای تقریب C مجموعه روی بر بهینه جواب محاسبه ،|C| < |P | بر

روی بر بهینه جواب اگر �شود م نامیده α-تقریب٢٧» هسته «مجموعه هسته مجموعه ی باشد. P

باشد. اصل مجموعه روی بر بهینه جواب از تقریب α جواب ی هسته، مجموعه

توسط بار اولین ،٢٨ جریان و توزیع�شده مدل در کارا شیوه ی به�عنوان هسته، مجموعه�های مفهوم

داده�های ازای به تا �کند م کم ما به مفهوم این شد. استفاده ٢٠٠۴ سال در [١٣] سایرین و گاروال آ

اجتماع از و شود، حل است) قابل�اجرا ماشین ی روی بر (که کوچ بخش�های روی بر مسئله حجیم،

ابزار ی به�عنوان اخیر پژوهش�های در مفهوم این کنیم. استفاده تقریب جواب ی ارائه برای نتایج

استقبال مورد حجیم) داده�های ازای به خاص به�طور (و تقریب وریتم�های ال طراح برای ارزشمند

است. قرارگرفته

برای �باشند. م تقسیم�بندی قابل «تجزیه�پذیر٣٠» و «ترکیب�پذیر٢٩» دسته دو به هسته مجموعه�های

k-center with soft/hard capacities and demands٢۵

Coreset٢۶

α-coreset٢٧

Streaming٢٨

Composable٢٩

Decomposable٣٠



٢۴ اولیه مفاهیم .٢ فصل

زیرمجموعه�های به P ورودی مجموعه ،٢-١ ل ش در �کنیم. م استفاده مثال ی از دو، این تفاوت بیان

تعریفمجموعه�ی به توجه با است. Pi برای α-تقریب هسته�ی مجموعه Ti و است گشته افزار Pr تا P١
بر بهینه جواب از تقریب α جواب ی ،Ti مجموعه روی بر بهینه جواب که معناست بدان این هسته،

T که کرد اثبات بتوان اگر �گیرم. م نظر در را Tiها اجتماع از را T مجموعه حال بود. خواهد Pi روی

اگر اما �خوانیم؛ م تجزیه�پذیر را هسته مجموعه اه آن است، P مجموعه برای تقریب α جواب ی نیز

�خوانیم. م ترکیب�پذیر را هسته مجموعه باشد، P روی بر بهینه جواب از β ⩾ αتقریب با جواب ی T

است. نیز ترکیب�پذیر حتماً تجزیه�پذیر، هسته�ی مجموعه هر که است طبیع

هسته مجموعه از مثال :٢-١ ل ش

ترکیب�پذیر هسته�ی «مجموعه�ی بنام جدیدی مفهوم [١٢] سایرین و باطن اخیر پژوهش در همچنین

اشت ن ی هسته، مجموعه�ی نقاط هداری ن بر علاوه تعریف، این در است. �شده معرف اشت٣١» ن با

�شود. م هداری ن نیز هسته مجموعه نقاط به اصل مجموعه نقاط از

Composable Mapping Coreset٣١



٣ فصل

پیشین کارهای

هستند ارتباط در جاری پژوهش با نحوی به که پژوهش�های مجموعه دقیق بررس به فصل این در

تقریب وریتم ال ی ارائه پژوهش این در موردبحث اصل مسئله ه آن به توجه با شد. خواهد پرداخته

موردتوجه پژوهش�ها از دودسته بنابراین است، توزیع�شده مدل در ظرفیت�دار k-مرکز مسئله�ی حل برای

و k-مرکز مسئله�ی خاص بطور و خوشه�بندی مسائل به که پژوهش�های دسته ی بود. خواهند ما

و مدل�ها به مربوط مطالعات ر، دی دسته . پرداخته�اند غیرتوزیع�شده مدل در آن ظرفیت�دار نسخه�های

مسائل توزیع�شده حل نحوه�ی به که پژوهش�های و اشت-کاهش ن مدل قبیل از توزیع�شدگ شیوه�های

داشته�اند. توجه خوشه�بندی

خوشه�بندی مسائل ٣-١

خواهیم آن ظرفیت�دار نسخه�های و k-مرکز مسئله�ی حل به�منظور انجام�شده کارهای به بخش این در

داشت خواهیم اشاره مسئله اصل ل ش حول گرفته صورت پژوهش�های به ابتدا بخش این در پرداخت.

داشت. خواهیم تمرکز پژوهش، این در موردعلاقه مسئله به مرتبط پژوهش�های روی بر به�تدریج و

قرارگرفته مطالعاتگسترده�ای مورد کامپیوتر علوم مسائل پایه�ای�ترین از ی به�عنوان خوشه�بندی مسئله

- ان�پ خوشه�بندی مسائل تمام ازآنجاکه است. شده مطالعات این بر مروری [١۴] ١ بررس در که است

Survey١

٢۵



٢۶ پیشین کارهای .٣ فصل

ر (م آورد، دست به آن�ها برای دقیق پاسخ چندجمله�ای زمان در �توان نم و [١] هستند ٢ سخت

بوده�اند. مسئله تقریب حل برای وریتم�های ال ارائه دنبال به ران پژوهش عموماً ،(P = NP

این بودن -سخت ان�پ به توجه با است. k-مرکز مسئله�ی خوشه�بندی، مسائل �ترین اصل از ی

ضریب با تقریب پاسخ ی ای ϵ هیچ ازای به k-مرکز مسئله�ی اصل نسخه برای خاص به�طور مسئله،

وریتم�ها ال ، k-مرکز مسئله�ی اصل نسخه برای تنها .(P = NP ر (م ندارد وجود ٢ − ϵ از بهتر

اولیه- شیوه ،٣ خط برنامه�ریزی (مانند متفاوت شیوه�های از آن�ها در که است شده ارائه گوناگون

�شود. م استفاده (۵ محل جستجوی و دوگان۴

داده ارائه ١٩٨۵ سال در را مسئله این از اصل نسخه برای را ن مم وریتم ال بهترین [۴] گنزالس

مرحله k−١ تا �کند م سع و �کند م شروع دلخواه نقطه ی انتخاب با را خود کار وریتم ال این است.

بیشینه انتخاب�شده نقاط مجموعه از فاصله�اش که کند انتخاب �مانده باق نقاط میان از نقطه�ای بعد،

بهترین پیشین، توضیحات به توجه با که �دهد م ارائه ٢-تقریب جواب ی بیان�شده وریتم ال باشد.

است. ن مم جواب

مسئله�ی از نسخه�هایمختلف شد، معرف مسئله�یk-مرکز نسخه�هایظرفیت�دار پیش�تر که همان�طور

مسئله�ی مختلف نسخه�های شناخت برای گوناگون مطالعات باوجود دارد. وجود ظرفیت�داری k-مرکز

وجود مسئله این ظرفیت�دار نسخه�های برای ثابت تقریب ضریب با محدودی وریتم�های ال ، k-مرکز

نداشته وجود مسائل از دسته این حل برای خط برنامه�ریزی مانند شیوه�های اخیر سال چند تا و دارد

است.

ارائه ظرفیت�دار k-مرکز مسئله�ی برایحل تقریب وریتم ال ی ١٩٩٣ سال در [١۵] سایرین و بارلان

�دهد. م ارائه ١٠-تقریب جواب ی است، مسئله سخت ظرفیت نسخه برای که وریتم ال این دادند.

پژوهش، این در یافت. بهبود ٢٠٠٠ سال در [٢] سوسمان و خولر پژوهش توسط تقریب ضریب این

۶-تقریب وریتم ال ی توسط سخت، ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای ارائه�شده ١٠ تقریب ضریب

با k-مرکز مسئله�ی برای ۵ تقریب ضریب با وریتم ال ی پژوهش، این در همچنین است. بهبودیافته

است. شده ارائه نرم ظرفیت�های

NP-hard٢

Linear Programming٣

Primal-Dual۴

Local Search۵
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و سخت نسخه�های برای سوسمان و خولر توسط ارائه�شده وریتم ال هردو در بالا، سطح به�صورت

گام در تنها وریتم ال دو این و �پذیرد م صورت اصل گام دو در را خوشه�ها مرکز انتخاب عمل نرم،

به�کارگیری وریتم، ال دو هر اول گام در استفاده�شده اصل ایده همچنین دارند. اختلاف ر دی ی با دوم

دلیل به مسئله، ظرفیتسخت نسخه به مربوط وریتم ال در است. کمینه۶» هزینه با بیشینه «شار وریتم ال

این که شود انجام بیشتری دقت با مراکز انتخاب عمل تا است نیاز مراکز، انتخاب نحوه در محدودیت

است. پژوهش این در شده ارائه وریتم ال دو اختلاف نقطه موضوع

صورت سان ی غیر ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی روی بر مطالعات اخیر سال�های در همچنین

وریتم ال اولین سان، ی غیر ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای ،[۵] سایرین و خولر است. گرفته

برنامه�ریزی رندسازی شیوه از وریتم ال این کردند. ارائه ٢٠١٢ سال در را ثابت٧ تقریب ضریب با

،ϵ > ٠ هیچ ازای به که کرده�اند اثبات پژوهش این در سایرین و خولر همچنین �کند. م استفاده ٨ خط

ر (م ندارد وجود سان ی غیر ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای ٣ − ϵ تقریب ضریب با وریتم ال

.(P = NP

ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای ١١ تقریب ضریب با وریتم ال ی پژوهش این در همچنین

سایرین و آن چان هون است. شده ارائه شود گرفته نظر در نرم ظرفیت�ها که حالت برای سان ی غیر

شیوه�های کم به ٩ تقریب ضریب با وریتم ال ی تا شدند موفق فوق، پژوهش یر چشم بهبود با [۶]

شیوه به وریتم ال ی ارائه ران، پژوهش این بعدی هدف مقاله، فته�ی ب دهند. ارائه خط برنامه�ریزی

شود. گرفته نظر در باید نیز مراکز بازگشای هزینه آن در که است تسهیلات ان�یاب م مسئله برای مشابه

-k مسئله�ی از خاص نسخه�ی ،٢٠١۴ سال در [١۶] کویماکا و ان سی جدید پژوهش در همچنین

دورافتاده) نقاط با همراه نسخه و سان ی غیر ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی از (ترکیب ظرفیت�دار مرکز

است. ٢۵ تقریب ضریب با تقریب وریتم ال اولین ارائه پژوهش، این نتیجه است. قرارگرفته موردبررس

گرفتن نظر در با که �شود م پیش�بین و است گرفته صورت سخت ظرفیت�های فرض با مسئله این

یابد. بهبود فعل تقریب ضریب نرم، به�صورت ظرفیت�ها

Min-cost Max-flow۶

است نشده محاسبه مشخصاً که چندصد-تقریب ٧حدود

LP Rounding٨
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توزیع�شده مدل در k-مرکز مسئله�ی ٣-٢

استفاده به ران پژوهش توجه پردازش، نیازمند داده�های حجم سریع رشد دلیل به شد، اشاره که همان�طور

سال�های در هرچند است. یافته افزایش اشت-کاهش ن همچون چارچوب�های و توزیع�شده مدل�های از

ابداع روش�های از کم تعداد ول قرارگرفته�اند، موردمطالعه گسترده�ای به�طور خوشه�بندی مسائل اخیر،

دارند. را توزیع�شده مدل�های و حجیم داده�های برای استفاده قابلیت حوزه، این در

بزرگ با متأسفانه ارائه�شده�اند، گذشته پژوهش�های در به�طورمعمول که ترتیب وریتم�های ال اکثر

درواقع است. کاف حافظه نبود اتفاق این دلایل از ی �شوند. م ظاهر نامطلوب داده�ها حجم شدن

اندازه این از بیش داده�ها حجم �که درصورت و دارد حافظه محدودی اندازه به ماشین هر که است طبیع

موازی�سازی ان ام عدم دوم ل مش همچنین بود. نخواهد وریتم ال اجرای به قادر عملا ماشین باشد،

ان ام و �شده�اند طراح ترتیب به�صورت ابتدا از موجود، وریتم�های ال درواقع است. وریتم�ها ال این

�سازد. نم ان�پذیر ام را مختلف ماشین�های بین داده توزیع

�تواند م و است توزیع�شده محاسبات استاندارد ١٠ چارچوب�های از ی ٩ اشت-کاهش ن مدل

توزیع ماشین تعدادی بین داده�ها مدل، این در شود. گرفته نظر در فوق لات مش برای راه�حل به�عنوان

چندین ط در عمل این �پذیرد. م صورت داده�ها از بخش روی بر محاسبات ماشین هر در و �شوند م

در محدود ل ش به ماشین�ها بین اطلاعات تبادل ان ام مدل، این در �پذیرد. م صورت متوال ١١ دور

�شود. م گرفته نظر در دور هر پایان

در محدودیت مهم�ترین است. گشته ارائه [٧] پژوهش در اشت-کاهش ن مدل از رسم مدل ی

باشد ورودی سایز از ١٢ زیرخط به�صورت باید ماشین هر حافظه و ماشین�ها تعداد که است آن مدل این

موازی�تر هرچه طراح هدف با همچنین است. بزرگ داده�های برای قابل�پذیرش و فرضطبیع ی که

برای لازم زمان کند. مشاهده را داده�ها کل نباید محاسبات ط در ماشین هیچ مدل، این در وریتم�ها ال

لازم دورهای تعداد کاهش مدل این در اصل هدف درواقع، و �شود م گرفته نظر در چندجمله�ای دور هر

است. وریتم ال انجام برای

MapReduce٩

Framework١٠

Round١١

Sublinear١٢
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قابل�استفاده بهینه به�طور اشت-کاهش ن مدل در k-مرکز مسئله�ی برای فعل ترتیب وریتم�های ال

ی اول مرحله در وریتم ال این گرفت. نظر در �توان م را گنزالس وریتم ال به�عنوان�مثال �باشند. نم

انتخاب را تاکنون انتخاب�شده نقاط از نقطه دورترین بعد، مراحل در و �کند م انتخاب دلخواه نقطه

نقطه، هر انتخاب چراکه داشت. خواهد نیاز دور k به اشت-کاهش ن مدل در وریتم ال این �کند. م

�شود. نم مشاهده وریتم ال این در موازی�سازی ان ام و است قبل انتخاب�های به وابسته

سایرین و آینه پژوهش در بار اولین خوشه�بندی مسائل حل برای اشت-کاهش ن مدل به�کارگیری

ثابت تقریب ضریب با تصادف تقریب وریتم ال دو پژوهش این در است. قرارگرفته موردتوجه [٨]

مختلف روش�های بین انجام�شده مقایسه در همچنین است. شده ارائه k-میانه و k-مرکز مسئله�ی برای

نشان خود از مناسب کارای پژوهش این در شده ارائه وریتم�های ال توزیع�شده، مدل در خوشه�بندی

داده�اند.

دورافتاده١٣ نقاط با نسخه�ی و مسئله�یk-مرکز ،٢٠١۵ سال در [٩] موسل و ایم اخیر کار در همچنین

ی مسئله، اصل نسخه برای پژوهش این در است. قرارگرفته ری موردبازن اشت-کاهش ن مدل در آن

بهینه، جواب دانستن فرض با نیز، دورافتاده نقاط با نسخه برای و دور ۴ تعداد با ٢-تقریب وریتم ال

است. گشته ارائه دور ٣ تعداد با ۴-تقریب وریتم ال ی

به ،١۴ جریان و توزیع�شده مدل در کارا شیوه ی به�عنوان ترکیب�پذیر هسته�ی مجموعه�های مفهوم

ماشین ی روی بر که کوچ بخش�های روی بر مسئله حجیم، داده�های ازای به تا �کند م کم ما

مفهوم این کنیم. استفاده تقریب جواب ی ارائه برای نتایج، اجتماع از و شود حل است قابل�اجرا

است. قابل�مشاهده [١١] سایرین و ایندی و [١٠] سایرین و �زاده ضراب پژوهش�های در کامل به�طور

است، جاری پژوهش از متفاوت تنوع١۵) کردن (بیشینه پژوهش دو این در موردبررس مسئله�ی هرچند

قابل�بررس ترکیب�پذیر هسته�ی مجموعه�های مفهوم به�کارگیری نحوه از ارزشمند نمونه دو به�عنوان اما

هستند.

مسئله حل به مجزا به�طور استکه ماشین تعدادی به ورودی داده�ی توزیع پژوهش�ها این در اصل ایده

�شوند م ترکیب ر دی ی با ورودی از بخش هسته مجموعه�ی به�عنوان ماشین هر نتایج سپس �پردازند. م

از به�کارگیری با سایرین و �زاده ضراب �پذیرد. م صورت ترکیب�شده مجموعه روی بر نهای پردازش و

Outlier١٣

Streaming١۴

Diversity Maximization١۵
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سایرین و ایندی کار در ارائه�شده تقریب ضرایب توانستند ترکیب�پذیر هسته�ی مجموعه�های �های ویژگ

دهند. بهبود یری چشم به�صورت را

k-مرکز مسئله�ی ظرفیت�دار نسخه�های حل برای آن از استفاده مفهوم، این گسترده�ی مزایای باوجود

از دسته این در مفهوم این از به�کارگیری از نمونه ی شد، بیان که همان�طور است. بوده محدود بسیار

تقریب وریتم ال پژوهشچند این در است. [١٢] اران هم و باطن جدید پژوهشنسبتاً به مربوط مسائل

توزیع�شده حالت در ظرفیت�دار خوشه�بندی و خوشه�بندی مسائل برای ثابت تقریب ضرایب با تصادف

مفهوم از که است شده ارائه جریان حالت در و اشت-کاهش) ن مدل در دور ثابت تعداد کم (به

مجموعه�های از تعمیم�یافته�ای نوع از پژوهش این در است. استفاده�شده قابل�ترکیب هسته�ی مجموعه�های

شامل را اصل نقاط از معرف به�عنوان زیرمجموعه�ای نه�تنها که است استفاده�شده ترکیب�پذیر هسته�ی

خاص به�طور پژوهش این در دارد. همراه به نیز را انتخاب نقاط به مبدأ نقاط از اشت ن ه بل �شود، م

ثابت دور تعداد در تصادف (٣٢α)-تقریب وریتم ال ی سخت، ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای

وریتم ال درنتیجه، دارد. اشاره k-مرکز مسئله�ی اصل نسخه حل تقریب ضریب به α که است شده ارائه

نه جاری پژوهش در شده ارائه وریتم ال �دهد. م ارائه ۶۴-تقریب جواب ی پژوهش این در شده ارائه

اشت- ن مدل (در دور ١ تنها با و غیرتصادف وریتم ال ه بل �دهد، م بهبود را تقریب ضریب این تنها

�باشد. م کاهش)
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وزن�دار k-مرکز برای جدید تقریب وریتم ال

نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی �تر کل حالت برای جدید وریتم ال ی تا داریم قصد فصل این در

برای مسئله از نسخه این در دهیم. ارائه �شود م شناخته نرم ظرفیت�های با وزن�دار k-مرکز نام به که

�تواند م نقطه ی درخواست میزان �شود. م گرفته نظر درخواست١در میزان ی یا و وزن ی نقطه هر

به�اندازه �کند، م پیدا انتساب مرکز ی به نقطه ی که زمان گردد. تأمین مرکز چند یا ی توسط

در تا �کند م کم ما به وریتم ال این ارائه �شود. م استفاده مرکز ظرفیت از نقطه آن وزن/درخواست

سخت و نرم های ظرفیت با k-مرکز مسئله برای ثابت تقریب ضریب با تقریب وریتم ال چند بعد فصل

مهندس جناب اری هم با بعد فصل و فصل این در حاصل نتایج که است ذکر شایان نماییم. طراح

است. آمده بدست میرجلال کیان

وریتم ال است. گرفته ل ش [٢] سوسمان و خولر وریتم ال مبنای بر فصل این در ارائه�شده وریتم ال

که �باشد، م نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله وزن�دار غیر نسخه برای ۵-تقریب وریتم ال ی مذکور،

رده�ی ن تغییر بخش�های بیان از اجتناب به�منظور �دهیم. م ارتقا وزن�دار نسخه�ی به را آن بخش این در ما

برای ۵-تقریب جواب ی نهای وریتم ال شد. خواهد داده ارجاع آن از قسمت�های به بعضاً ، وریتم ال

بود. خواهد نرم ظرفیت�های با وزن�دار k-مرکز مسئله

Request١

٣١
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اولیه مفاهیم و تعاریف ١-۴

شد، بیان پیش�تر که همان�طور دهیم. ارائه پایه�ای تعریف چند ابتدا است لازم مسئله دقیق تعریف برای

�شود. م داده مسئله ورودی به�عنوان که دارد ru درخواست میزان ی uرأس هر مسئله، وزن�دار نسخۀ در

�شود: م تعریف زیر به�صورت و �دهیم م نمایش Rtotal با را رئوس درخواست تمام مجموع

Rtotal =
∑
v∈V

rv

شود. تأمین مرکز چندین توسط �تواند م رأس هر درخواست میزان مسئله، از وزن�دار نسخه در

ϕ(u) نماد با را است شده منتسب آن�ها به و �کند م دریافت سرویس آن�ها از uرأس که مراکزی مجموعه

�دهیم. م نمایش

مرکز ی ٢ دامنه سرویسگیری، این میزان و �کنند م سرویسگیری مرکز ی از که رئوس مجموعه

که رئوس مجموعه (١) �شود: م یل تش جز دو از درواقع c مانند مرکز ی دامنه �کند. م تعریف را

�دهیم. م نمایش Dc نماد با را مجموعه این �کند. م تأمین مرکز این توسط را خود درخواست از بخش

به�صورت و Fc نماد با که �گردد، م تأمین مرکز توسط که فوق مجموعه عضو هر از درخواست میزان (٢)

�شود: م تعریف زیر تابع

Fc : Dc −→ Z

پوشش درخواست�های میزان با برابر و Rm نماد با را «m دامنه «اندازه ،m مرکز هر ازای به همچنین

داریم: و �کنیم م تعریف m توسط داده�شده

Rm =
∑
v∈

Fm(v)

و c١ مرکز دو از v٢ و v١ رأس دو آن در که ١-۴ ل ش مثال به �شده، معرف نمادهای شدن واضح برای

کنید. توجه �گیرند م سرویس c٢

Domain٢
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بخش این در �شده معرف نمادهای معرف برای مثال ی :١-۴ ل ش

Rtotal = 16 Rc1 = 8 Rc2 = 8

Dc1 = {v1, v2} Fc1 = {v1 → 6, v2 → 2}

Dc2 = {v2} Fc2 = {v2 → 8}

ϕ(v1) = {c1} ϕ(v2) = {c1, c2}

p نقطه فاصله به�صورت S نقاط مجموعه ی از p نقطه ی فاصله که �دانستیم م پیش از همچنین

فوق، تعاریف به توجه با �شود. م داده نمایش d(p, S) نماد با و تعریف S مجموعه نقطه �ترین نزدی از

�پردازیم. م مسئله رسم تعریف بیان به

با ei یال طول که G = (V,E) ورودی گراف ازای به نرم: ظرفیت�های با وزن�دار k-مرکز مسئله�ی

مشخص�شده ru ل ش به u مانند رأس هر وزن) (یا درخواست میزان و است داده�شده نمایش w(ei)

پیدا زیرمجموعه این به رئوس سایر انتساب نحوه و k حداکثر اندازه با S ⊆ V زیرمجموعه ی است،

ر: به�عبارت�دی باشد. کمینه آن به منتسب مرکز دورترین از رأس هر فاصله حداکثر که کنید

min
S⊆V

max
u∈V

p∈ϕ(u)

d(u, p)

∑به�طوری�که:
m∈ϕ(u)

Fm(u) ⩽ ru ∀u ∈ V



٣۴ وزن�دار K-مرکز برای جدید تقریب وریتم ال .۴ فصل

∑
u∈Dv

Fv(u) ⩽ L ∀v ∈ S

پیشنهادی وریتم ال ٢-۴

موردبررس بعد بخش در وریتم ال درست پرداخت. خواهیم پیشنهادی وریتم ال بیان به بخش این در

به بخش�های در ن مم جای تا رار ت از اجتناب برای شد، بیان پیش�تر که همان�طور گرفت. خواهد

کامل گراف ی ورودی گراف که �شود م فرض ادامه در همچنین نمود. خواهیم ارجاع اصل وریتم ال

در را رأس دو آن بین ٣ مسیر کوتاه�ترین �توان م باشد، نداشته وجود که یال هر ازای به چراکه است؛

کرد. خواهد عمل به�درست همچنان وریتم ال و گرفت نظر

را یال�ها ابتدا ،Capacited-Centers(G = (V,E), k, L) کد قطعه وریتم، ال از سطح بالاترین در

به یرید. ب نظر در e١, e٢, ..., en را مرتب�شده یال�های �کند. م مرتب نزول غیر به�صورت وزن اساس بر

یرید. ب نظر در w(ei) طول حداکثر با یال�های شامل G از �وزن ب زیرگراف ی را Gi گراف ،i هر ازای

رأس دو هر فاصله که میدانیم �شود، م گرفته نظر در �وزن ب Gi گراف وریتم ال طول تمام در ازآنجاکه

گراف هر ازای به بود. خواهد رأس دو آن بین مسیر کوتاه�ترین در موجود یال�های «تعداد» با برابر آن در

روی بر را AssignCenters(Gi) وریتم ال برسیم، جواب به که زمان تا و ،(n تا ١ از i شروع (با Gi

خواهد حالت دو که شد خواهد پیدا جواب به�عنوان مرکز تعدادی مرحله هر پایان در �کنیم. م اجرا Gi

بود:

هزینه حداکثر با راه�حل هیچ که کرد خواهیم اثبات ما باشد، بیشتر k از مرکزها این تعداد اگر •

حداقل به�اندازه تنها حالت بدترین در ما وریتم ال ۴-۴ و ۵-۴ قضیه طبق زیرا ندارد. وجود w(ei)

برای را مرکز k از بیش ما وریتم ال اگر پس �کند. م ایجاد مرکز بهینه، جواب در لازم مراکز تعداد

تعداد این از بیش به نیز بهینه�ای جواب هر که معناست بدان این کند، استفاده پوششدرخواست�ها

ندارد. وجود جواب درنتیجه و داشت خواهد نیاز مرکز

تا رأس هر فاصله ،Gi در که داد خواهیم نشان باشد، k حداکثر به�دست�آمده مراکز تعداد اگر •

برای ۵-تقریب جواب ی با برابر که بود خواهد ۵ حداکثر شده منتسب آن به که مرکزی دورترین

شد. خواهد اثبات ۵-۴ قضیه در حالت این بود. خواهد مسئله

Shortest Path٣



٣۵ وزن�دار K-مرکز برای جدید تقریب وریتم ال .۴ فصل

Capacitated− Centers(G(V,E), k, L) ١ وریتم ال

(e١, e٢, ..., en) کن مرتب نزول غیر به�صورت را یال�ها تمام :١

بده: انجام n تا ٠ = i ازای به :٢

Ei = {e١, ..., ei} به�طوری�که Gi = (V,Ei) گراف ساخت :٣

AssignCenters(Gi) = true اگر وریتم ال پایان :۴

AssignCenters(Gi) ٢ وریتم ال

SUCCESSFUL = true بده قرار :١

باشد Gc
i همبندی مولفه�ی درخواست�های میزان مجموع Rc

i =
∑
v∈c

rv کنیم فرض :٢

:
∑
c∈Gi

⌈
Rc

i

L

⌉
> k اگر :٣

SUCCESSFUL = false :۴

صورت: این غیر در :۵

:Gi در Gc
i همبندی مولفه�ی هر ازای به :۶

AssignMonarchs(Gc
i ) فراخوان :٧

AssignDomains(Gc
i ) فراخوان :٨

ReAssign(Gc
i ) فراخوان :٩

: k از بزرگ�تر ایجادشده مراکز تعداد مجموع اگر :١٠

SUCCESSFUL = false :١١

برگردان را SUCCESSFUL :١٢

عهده بر را Gi ورودی گراف در مراکز کردن مشخص وظیفه ۴AssignCenters(Gi) وریتم ال

ازآن�جهت کار این �گیرد. م پردازشقرار مورد به�صورتمجزا همبندی مؤلفه�ی هر وریتم ال این در دارد.

و بود خواهد w(ei) حداکثر ( جواب چنین وجود صورت (در بهینه جواب هر شعاع که است درست

و شد نخواهد منتسب ر دی همبندی مؤلفه�ی از رأس ی به همبندی مؤلفه�ی ی از رأس هیچ درنتیجه

نمود. پردازش مجزا را همبندی مؤلفه�ی �توان م درنتیجه

[٢] پژوهش در خود همتای وریتم ال به نسبت تغییر اندک ۴با



٣۶ وزن�دار K-مرکز برای جدید تقریب وریتم ال .۴ فصل

تعداد برای پایین حد ی ،Rc
i =

∑
v∈c rv باشیم داشته ،Gi گراف از c همبندی مؤلفه هر ازای به اگر

مرکز تعداد حداکثر از ∑c∈Gi

⌈
Rc

i
L

⌉
اگر درنتیجه بود. خواهد

⌈
Rc

i
L

⌉
همبندی مؤلفه�ی این در لازم مراکز

نخواهد وجود w(ei) اندازه حداکثر با G گراف برای جواب هیچ که میدانیم باشد، بیشتر (k) مجاز

به �شود، م بیان ادامه در که صورت به مرکزها همبندی مؤلفه�ی هر ازای به صورت، این غیر در داشت.

�آید. م دست

پژوهش به (رجوع AssignMonarchs(Gi) وریتم ال فراخوان توسط و وریتم ال این ادامه�ی در

این اعضای �آید. م دست Mبه نام به مستقل۵ مجموعه ی ،Gc
i مثل همبندی مولفه�ی هر ازای به ،([٢]

را پدر-پسر) درخت(رابطه ی �شوند، م نامیده پادشاه۶ پژوهشاصل اصطلاح در که مستقل مجموعه

اصطلاح در و �گردند م منتسب پادشاه ی به نیز همبندی مؤلفه رئوس سایر از ی هر �دهند. م یل تش

نماد با پادشاه�ها درخت در پادشاه پدر ،m مانند پادشاه هر ازای به �دهند. م ل ش را پادشاه امپراتوری

و شده�اند منتسب m پادشاه به وریتم ال طبق که رئوس مجموعه همچنین �شود. م داده نمایش p(m)

به اشاره سهولت برای همچنین �شوند. م داده نمایش E(m) نماد با داده�اند، یل تش را آن امپراتوری

�کنیم. م تعریف زیر به�صورت را M نماد امپراتوری، ی صاحب پادشاه

∀v ∈ E(m) : M(v) = m

وجود امپراتوری�ها و پادشاه�ها مجموعه با رابطه در زیر مهم ویژگ چهار مذکور، وریتم ال به توجه با

دارد:

است. سه حداقل ر دی ی از پادشاه دو هر فاصله .١

است. سه برابر دقیقاً پدرش» «پادشاه تا درخت) ریشه پادشاه (به�جز m پادشاه هر فاصله .٢

ی فاصله در رئوس است. دو حداکثر خودش امپراتوری در موجود رئوس از پادشاه هر فاصله .٣

دوم سطح «امپراتوری را دو فاصله در رئوس و E١(m) یا «m اول سطح «امپراتوری را پادشاه از

.E(m) = E١(m) ∪ E٢(m) داریم: و �خوانیم م E٢(m) یا «m

در قرارگرفته رأس ی با ارتباط یال ی حداقل درخت) ریشه پادشاه (به�جز m پادشاه هر .۴

پادشاه ی تنها ، دوی سطح رأس چنین هر ،١ ویژگ به توجه با همچنین دارد. E٢(p(m))

دارد. خود مجاورت در

Independent Set۵

Monarch۶



٣٧ وزن�دار K-مرکز برای جدید تقریب وریتم ال .۴ فصل

مولفه�ی ی با گراف ی روی AssignMonarchs(Gi)بر وریتم ال اجرای از نمونه ی ٢-۴ ل ش

و انتخاب�شده�اند پادشاه�ها به�عنوان ١٠ و ۵ و ١ رئوس اینجا در �دهد. م نمایش را رأس ١٣ و همبندی

داریم: و است کرده مشخص را پادشاه�ها این از ی هر امپراتوری نقطه�چین، ناحیه

امپراتوری و پادشاه�ها مجموعه از مثال :٢-۴ ل ش

M = {1, 5, 10}

p(5) = p(10) = 1 & p(1) = ∅

M(2) = M(3) = M(4) = 1

�گردد. م اجرا ٧AssignDomains(Gc
i ) وریتم ال ،M پادشاه�های مجموعه آمدن دست به از پس

اصل ایده بدهد. انتساب پادشاه هر به L حداکثر به�اندازه دامنه ی تا �کند م تلاش وریتم ال این

گراف ی روی بر کمینه» هزینه با شار «بیشترین وریتم ال از استفاده وریتم، ال این در استفاده�شده

ل ش به�صورت دوبخش گراف این ٢-۴ ل ش ورودی گراف ازای به است. G′(M,V,E′) دوبخش

است، پادشاه�ها به رئوس درخواست حداکثری انتساب وریتم، ال این نهای هدف بود. خواهد ٣-۴

گردد: رعایت زیر محدودیت سه به�طوری�که

ندهد. پوشش را درخواست L از بیش خود دامنه در پادشاه هر .١

باشند. ر دی ی از دو فاصله در حداکثر که کند پیدا انتساب پادشاه�های به تنها رأس ی .٢

[٢] پژوهش در خود همتای وریتم ال به نسبت تغییر اندک ٧با



٣٨ وزن�دار K-مرکز برای جدید تقریب وریتم ال .۴ فصل

هیچ که دهد سرویس خود امپراتوری خارج از رأس ی درخواست به زمان تنها پادشاه ی .٣

باشد. نداشته خود امپراتوری رئوس در �پاسخ ب درخواست

G′ دوبخش گراف از مثال :٣-۴ ل ش

گردد ایجاد اصل وریتم ال بدنه در تغییرات تا است لازم وزن�دار، نسخه با وریتم ال این تطبیق برای

درخواست میزان ی رأس هر وزن�دار، نسخه در ازآنجاکه یابند. گسترش موجود تعاریف از تعدادی و

شود: اصلاح زیر به�صورت G′ دوبخش گراف یال�های (u) ظرفیت تا است نیاز دارد، (rv) مشخص

∀m ∈ M, v ∈ V : u(s,m) = L, u(m, v) = rv, u(v, t) = rv

نیز پیش�تر که همان�طور بود. خواهد پادشاه هر ازای به دامنه ی وریتم، ال این خروج که است واضح

رئوس مجموعه (ی جز دو از و است متفاوت اندک وزن�دار نسخه در مرکز ی دامنه تعریف شد، بیان

�شود. م یل تش تابع) ی و

رأس ی درخواست�های از بخش است ن مم ،AssignDomains(Gc
i ) وریتم ال اجرای از پس

�کند م سع ٨ReAssign(Gc
i ) وریتم ال دلیل، همین به باشد. نشده داده پوشش پادشاه هیچ توسط

بخش این پوشش برای جدید مرکز تعدادی ریشه، به برگ�ها سمت از پادشاه�ها، درخت پیمایش با تا

ان�پذیر ام ظرفیت�ها بودن نرم دلیل به کار (این نماید ایجاد فعل پادشاه�های روی بر درخواست�ها از

�کند. م منسوب p(M(u)) یا M(u) به را u رأس ی به مربوط درخواست�های وریتم ال این است).

[٢] پژوهش در خود همتای وریتم ال به نسبت تغییر اندک ٨با



٣٩ وزن�دار K-مرکز برای جدید تقریب وریتم ال .۴ فصل

AssignDomains(Gc
i ) ٣ وریتم ال

یر. ب نظر در Gc
i پادشاه�های مجموعه را M مجموعه :١

.E′ = {(m, v)|m ∈ M, v ∈ V, d(m, v) ⩽ ٢} بده قرار :٢

بساز. را G′ = M,V,E′ دوبخش گراف :٣

کن. اضافه را t و s رأس دو :۴

کن. اضافه را {(v, t)|v ∈ V } و {(s,m)|m ∈ M} یال�های :۵

.u(v, t) = rv و u(m, v) = rv ،u(s,m) = L بده: قرار را یال�ها mظرفیت ∈ M, v ∈ V هر ازای به :۶

باشد. ٠ برابر یال�ها سایر هزینه و ١ برابر نیست m امپراتوری در v که c(m, v) یال هر هزینه :٧

کن. اجرا G′ بروی بر را کمینه» هزینه با شار «بیشینه وریتم ال :٨

:m ∈ M پادشاه هر ازای به :٩

Dm =
{
v|است کرده دریافت m از شار واحد ی دست�کم v رأس

}
بده قرار :١٠

∀v ∈ Dm : Fm(v) =
{
است کرده دریافت m از v رأس که شاری میزان

}
بده قرار :١١

:v ∈ V رأس هر ازای به :١٢

ϕ(v) = {m|v ∈ Dm} بده قرار :١٣



۴٠ وزن�دار K-مرکز برای جدید تقریب وریتم ال .۴ فصل

ReAssign(Gc
i ) ۴ وریتم ال

یر. ب نظر در Gc
i پادشاه�های مجموعه را M مجموعه :١

:m ∈ M پادشاه هر ازای به :٢

Unsatisfied(m) =

v ∈ {m} ∪ E(m)|rv >
∑

m∈ϕ(v)

Fm(v)

 بده: قرار :٣

U(m) =
∑

v∈Unsatisfied(m)

(rv −
∑

m∈ϕ(v)

Fm(v)) بده: قرار :۴

Passed(m) = ∅ قراربده: :۵

P (m) = ٠ قراربده: :۶

بده. قرار Gc
i پادشاه�های درخت Tرا :٧

است: نشده خال T درخت وقت تا :٨

یر. ب نظر در را T از m برگ :٩

(AssignDomains وریتم ال (در بنام. c٠ را m پادشاه روی بر واقع�شده مرکز :١٠

بیاور: دست به زیر رابطه از را ϵ و k′ مقدار :١١

U(m) + P (m) = k′.L+ ϵ

از واحد k′.L و کن ایجاد m رأس روی بر (c١, ..., ck′ (بنام�های جدید مرکز k′ تعداد :١٢

این توسط درخواستش از بخش که v رأس هر ازای به کن. منتسب آن�ها به را درخواست�ها

کن. اضافه ϕ(v) مجموعه به را m رأس �شود، م داده پوشش جدید مراکز

شود) به�روزرسان مجدداً ϕ) کن. منتسب c٠ را باقیمانده درخواست واحد ϵ مقدار :١٣

داده پوشش AssignDomains وریتم ال توسط c٠ مرکز که درخواست�های از واحد ϵ میزان :١۴

کن. اضافه Passed(p(m)) به را بوده

کن. پاک را T از m برگ :١۵



۴١ وزن�دار K-مرکز برای جدید تقریب وریتم ال .۴ فصل

وریتم ال درست اثبات ٣-۴

به بخش این در حال است. چندجمله�ای مرتبه از ما وریتم ال پیچیدگ که دید �توان م به�سادگ

وریتم ال به توجه با ابتدا منظور بدین �پردازیم. م آن تقریب ضریب محاسبه و وریتم ال درست اثبات

بندی افراز ی به تعاریف این به توجه با �دهیم. م ارائه اولیه تعریف تعدادی AssignDomains(Gc
i )

به ۵-۴ قضیه در نهایتاً و شد خواهد ارائه ویژگ تعدادی ادامه در رسید. خواهیم پادشاه�ها مجموعه از

شد. خواهد پرداخته وریتم ال تقریب ضریب و درست نهای اثبات

کمینه هزینه با بیشینه شار وریتم ال اجرای به توجه با رأس) ی به خروج و ورودی (شار ١-۴ تعریف

داریم: G′ دوبخش گراف روی بر

∀v ∈ M ∪ V : f−(v) =
{
وریتم ال اجرای از پس v رأس به واردشده شار مجموع

}
∀v ∈ M ∪ V : f+(v) =

{
وریتم ال اجرای از پس v رأس به خارج�شده شار مجموع

}

.f+(v) < rv اگر گوییم نشده داده پوشش را v رأس نشده) داده پوشش (رأس ٢-۴ تعریف

سه به را پادشاه�ها ،G′ دوبخش گراف رئوس (f+) خروج و (f−) ورودی شار توجه با ٣-۴ تعریف

نمود. افراز �توان م زیر دسته

ر: به�عبارت�دی یا باشد، L از کمتر آن (Rm) دامنه اندازه اگر گوییم (Light) سب را m پادشاه .١

f−(m) < L

وجود m امپراتوری در نشده داده پوشش رأس ی اگر گوییم (Heavy) ین سن را m پادشاه .٢

ر: به�عبارت�دی یا باشد، داشته

f−(m) = L و f+(E(m)) <
∑

v∈E(m)

rv

ر: به�عبارت�دی یا باشد، ین سن نه و سب نه اگر گوییم (Full) میل ت را m پادشاه .٣

f−(m) = L و f+(E(m)) =
∑

v∈E(m)

rv
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و HM و LM نمادهای با ترتیب به را میل ت و ین سن ، سب پادشاه�های تمام مجموعه همچنین

�کنیم. م معرف FM

در موجود درخواست�های مجموع همچنین �نامیم. KLMم را سب پادشاه�های کل تعداد ۴-۴ تعریف

�کنیم: م تعریف زیر به�صورت و معرف RLM نماد با را سب پادشاه�های دامنه

RLM =
∑
l∈LM

Rl

یا است، m امپراتوری به مربوط m دامنه درخواست�های تمام باشد، ین سن پادشاه ی m اگر ١-۴ لم

ر: به�عبارت�دی

∀u ∈ Dm =⇒ u ∈ E(m)

قرار m امپراتوری در �که درحال ،(Fm(v) > ١) باشد داشته قرار m دامنه در u رأس کنید فرض اثبات.

داده پوشش که باشد داشته وجود m امپراتوری در x مانند ر دی رأس ی فرضکنید حال باشد. نداشته

باشد. نشده

عبوری شار واحد ی که دهیم تغییر صورت این به را شار توزیع نحوه �توانیم م ما صورت این در

کمتر هزینه با ول است قبل شار کل با برابر جدید شار کل میزان بدهیم. x به را واردشده u به که m از

□ است. کمینه» هزینه با بیشینه «شار وریتم ال با تناقض در این که بود خواهد

پادشاه jام، مرحله در یرید. ب نظر در ( سب پادشاه�های (مجموعه LM برابر را E٠ اولیه مجموعه

شدن داده پوشش ان ام G′ دوبخش گراف به توجه با و دارد، خود دامنه در v مانند رأس ی که را

کنید. اضافه مجموعه به است، داشته وجود نیز Ej−١ مجموعه در موجود پادشاه�های از ی توسط v

ر: به�عبارت�دی

Ej = Ej
∪{

m ∈ M |∃v ∈ V,∃m′ ∈ Ei−1,m ∈ ϕ(v) and d(v,m′) ⩽ 2 in G’
}

قرار پادشاه�های سایر را F همچنین بنامیم. فوق فرآیند در به�دست�آمده Ej مجموعه بزرگ�ترین را E

.(F = M − E) �نامیم م مجموعه این در رفته ن
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نیست. ین سن پادشاه هیچ شامل E مجموعه ٢-۴ لم

مرحله در θ ین سن پادشاه که کنیم فرض است. [٢] پژوهش در ارائه�شده اثبات با مشابه اثبات اثبات.

θ از را v رأس درخواست واحد ی �توانیم م ما باشد. اضافه�شده Ej−١ به v مشترک رأس به�واسطه jام

میدانیم که رسید خواهیم E٠ به عمل این از دنباله ی رار ت با کنیم. منتقل θ′ پادشاه ی به و آزادکرده

پادشاه ما کار این با دارد. حتماً را �ها جابجای سلسله این در منتقل�شده واحد ی برای خال ظرفیت

کامل پوشش که θ امپراتوری رئوس به جدید درخواست واحد ی به دادن سرویس برای را θ ین سن

با بیشینه «شار وریتم ال با تناقض در که �دهیم م افزایش را کل شار و �کنیم م آماده است نشده داده

□ است. کمینه» هزینه

مانند پادشاه ی درخواست�های از بخش که یرید ب نظر در را بهینه جواب در θ مانند مرکز ی ٣-۴ لم

�تواند نم باشد، نداشته قرار E در موجود پادشاه�های دامنه در که رأس هیچ �دهد. م پوشش را e ∈ E

باشد. θ دامنه در و یرد ب قرار پوشش مورد θ توسط نیز بهینه جواب در

فرض به�عنوان �دهد. م پوشش خود دامنه در را u و e ∈ E رأس دو θ بهینه مرکز که کنیم فرض اثبات.

را زیر شرایط از ی u ر به�عبارت�دی یا نباشد، E از پادشاه هیچ دامنه در u که �کنیم م فرض خلف،

باشد: داشته

نباشد: پادشاه هیچ دامنه در کلا u رأس .١

در که �شویم م متوجه پس است، w(ei) حداکثر مذکور رأس هردو تا θ فاصله میدانیم ازآنجاکه

�ها، جابجای از دنباله�ای با �توان م ،٢-۴ لم اثبات به مشابه .d(e, u) ⩽ ٢ داریم: Gi �وزن ب گراف

نهای پادشاه ،٢-۴ لم بر بنا نمود. Eمنتقل در پادشاه ی به و نمود آزاد e از درخواست واحد ی

تغییر به�گونه�ای را شار �توان م درنتیجه است. ن مم �ها جابجای سلسله این و دارد خال ظرفیت

است. اولیه فرض با تناقض در که شود داده پوشش e توسط u که داد

باشد: f ∈ F پادشاه دامنه در u رأس .٢

E عضو �تواند م f پادشاه که میدانیم E تعریف به توجه با .d(e, u) ⩽ ٢ که میدانیم مشابه به�طور

است. اولیه فرض با تناقض در که شود

□
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حداقل به Gi گراف ازای به نرم ظرفیت�های با وزن�دار k-مرکز مسئله�ی برای جواب هر ۴-۴ قضیه�ی

داشت. خواهد نیاز مرکز KLM +
⌈
R−RLM

L

⌉

در بنامیم. RE =
∑

m∈E Rm را E پادشاه�های دامنه درخواست�های مجموعه که کنیم فرض اثبات.

٣-۴ لم بر بنا و شوند٩ داده پوشش متمایز مرکز چند) (یا ی توسط باید E از پادشاه هر بهینه، جواب

جواب هر درنتیجه، �دهند. نم پوشش نیز را F از ری دی پادشاه هیچ بهینه جواب مراکز این که �دانیم م

دارد. نیاز مرکز |E|+
⌈
R−RE

L

⌉
به حداقل

داریم: همچنین

|E| = KLM +
|E| −KLM

L
.L (۴− ١)

RE = RLM + (|E| −KLM ).L (۴− ٢)

داریم: پس

|E|+
⌈
R−RE

L

⌉
= KLM +

⌈
R+ (|E| −KLM ).L−RE

L

⌉
(١-۴ (طبق

= KLM +

⌈
R−RLM

L

⌉
(٢-۴ (طبق

□ داشت. خواهد نیاز مرکز KLM +
⌈
R−RLM

L

⌉
حداقل به جواب هر درنتیجه

آن از که مرکزی دورترین از رأس هر فاصله حداکثر ما پیشنهادی وریتم ال خروج در ۵-۴ قضیه�ی

�شود. م استفاده مرکز KLM +
⌈
R−RLM

L

⌉
حداکثر همچنین است. ۵ �گیرد م سرویس

اول: بخش اثبات.

که پادشاه توسط رئوس درخواست از بخش که میدانیم AssignDomains(Gc
i ) وریتم ال به توجه با

ناقص به�صورت که رئوس از دسته آن ازای به همچنین است. داده�شده پوشش �کند م دریافت شار آن از
صورت این در چراکه بدهد. پوشش را E در موجود پادشاه چند هم�زمان که ندارد وجود بهینه جواب در مرکزی ٩درواقع

�تواند نم آن�ها از ی عملا AssignMonarchs(Gi) وریتم ال طبق و است دو هم از مرکز چند) (یا دو آن فاصله درواقع

باشد. پادشاه اصلا
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از بخش این ReAssign(Gc
i ) وریتم ال در ین)، سن پادشاه�های به متعلق (طبیعتاً داده�شده�اند پوشش

پوشش درخت، در بالاتر سطح ی پادشاه حداکثر یا و خودشان، امپراتوری پادشاه توسط درخواست�ها

دوم حالت در است. دو فاصله حداکثر ،G′ دوبخش گراف تعریف طبق و اول حالت در �شود. م داده

پدر). پادشاه تا واحد سه و خودشان پادشاه تا واحد (دو بود خواهد پنج حداکثر فاصله این نیز

OPT ⩾ w(ei) پس است، بهینه جواب ی دارای که است گراف �ترین کوچ Gi گراف که آنجا آر

درنتیجه هست. ۵.w(ei) پیشنهادیحداکثر وریتم ال جواب شعاع شد، بیان که همان�طور همچنین است.

بود: خواهد بهینه جواب از ۵-تقریب جواب ی وریتم، ال جواب

OPT ⩾ w(ei) & r ⩽ ۵.w(ei)

=⇒ r ⩽ ۵.OPT

دوم: بخش

درخواست�ها از Lواحد ( پادشاه�هایسب (به�جز پادشاه هر ،AssignDomains(Gc
i ) وریتم ال اجرای پساز

دامنه اندازه AssignDomains(Gc
i ) وریتم ال ط در که است بدیه همچنین داده�اند. پوشش را

درخواست L دقیقاً جدید مراکز تمام که �دانیم م همچنین کرد١٠. نخواهد پیدا کاهش سب پادشاه�های

□ �گردد. م ایجاد مرکز KLM +
⌈
R−RLM

L

⌉
مجموعاً درنتیجه داده�اند. قرار پوشش تحت را

مسئله برای جواب۵-تقریب ی فصل این پیشنهادی وریتم ال ،۵-۴ اثباتقضیه قبول با ۶-۴ نتیجه�ی

�باشد. م نرم ظرفیت�های با وزن�دار k-مرکز

مرکز دو به مرکز ی است ن مم کند، پیدا کاهش پادشاه ی دامنه اندازه اگر که دارد اهمیت ازآن�جهت موضوع ١٠این

ندارد وجود ما وریتم ال در چیزی چنین که شود تبدیل



۵ فصل

مسئله�ی برای جدید تقریب وریتم�های ال

توزیع�شده مدل در ظرفیت�دار k-مرکز

نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی حل بر ویژه به�طور که را، پژوهش جدید نتایج سایر فصل این در

شیوه از وریتم�ها ال تمام در �دهیم. م ارائه دارند تمرکز توزیع�شده مدل در و (١-٢ (تعریف سخت و

مفاهیم معرف به نخست بخش در منظور بدین است. شده استفاده ترکیب�پذیر هسته�ی مجموعه�های

در نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی حل برای توزیع�شده تقریب وریتم ال ی سپس �پردازیم. م اولیه

با وزن�دار k-مرکز مسئله�ی حل برای وریتم ال ی وجود فرض با سپس �دهیم. م ارائه توزیع�شده مدل

از استفاده نحوه ادامه در �دهیم. م ارائه خود پیشین وریتم ال از بهبودیافته نسخه�ی ی نرم، ظرفیت�های

میزان انتها، در �کنیم. م بررس سخت ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی حل برای را شده ارائه وریتم ال

�دهیم. م نمایش پیشین باکارهای به�دست�آمده نتایج مقایسه کم به را به�دست�آمده بهبود

اولیه مفاهیم و تعاریف ١-۵

کنیم. معرف اینجا در را نوشتاری ساختار و تعریف چند بعدی، بخش�های در راحت برای

،a, b ∈ U نقطه�ی دو هر برای شود، تصور ن مم نقاط کل فضای ،U مرجع مجموعه�ی اگر •

۴۶
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�دهیم: م نمایش d(a, b) با را b و a فاصله�ی

d : U × U −→ R+

است. متری خاصیت دارای نقاط فاصله�ی که است این بر فرض گزارش این در •

∀a, b, c ∈ U : d(a, c) ⩽ d(a, b) + d(b, c) (۵− ١) : یعن

∀a, b ∈ U : d(a, b) = d(b, a) و

:B ⊆ U نقاط مجموعه و a ∈ U نقطه�ی برای •

d(a,B) = min
b∈B

{d(a, b)} : یعن است؛ B عضو �ترین نزدی تا a فاصله�ی ،d(a,B) از منظور

∀b ∈ B : d(a,B) ⩽ d(a, b) پس:

است. a به B عضو �ترین نزدی ،δ(a,B) از منظور ١-۵ تعریف

δ(a,B) = argmin
b∈B

{d(a, b)} : یعن

d(a,B) = d(a, δ(a,B)) پس:

∀b ∈ B : d(a, δ(a,B)) ⩽ d(a, b) و

�کنیم م فرض و �دهیم م نمایش Dc با را c مانند مرکز ی به شده منتسب نقاط مجموعه ٢-۵ تعریف

است. c ∈ Dc که

درنتیجه است. شده منتسب آن به p که است مرکزی ϕ(p) از منظور ،p دلخواه نقطه برای ٣-۵ تعریف

p ∈ Dc ⇐⇒ ϕ(p) = c داریم: همچنین .c ∈ ϕ(c) داریم ،c مانند مرکز هر ازای به

مانند مجموعه ی (تعریف١-٢)، نرم» ظرفیت�های با «k-مرکز مسئله تعریف به توجه با ۴-۵ تعریف

باشد S ورودی مجموعه ازای به ١ قابل�قبول» «جواب ی �تواند م صورت در D = {d١, d٢, . . . , dm}

باشد: داشته وجود زیر شرایط که

m ⩽ k .١

∀p ∈ S : ∃di ∈ D | p ∈ Ddi .٢

١Feasible Solution
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∀di ∈ D : |Ddi | ⩽ L .٣

است. S ورودی ازای به نرم» ظرفیت�های با «k-مرکز مسئله بهینه شعاع r∗S از منظور ۵-۵ تعریف

نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای تقریب وریتم ال ٢-۵

ارائه توزیع�شده مدل در نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای تقریب وریتم ال ی بخش این در

ایجاد برای ترکیب�پذیر هسته�ی مجموعه�های از استفاده وریتم، ال این در به�کاررفته ایده داد. خواهیم

است. نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی از توزیع�شده غیر و موجود وریتم ال ی در توزیع�شدگ قابلیت

مراکز و بود خواهد نقطه k شامل هسته مجموعه�ی ی بخش این در شده ارائه وریتم ال خروج

در مرکز k که کرد خواهیم اثبات �گردد. نم مشخص مراکز این به رئوس سایر انتساب نحوه و نهای

است. بهینه جواب از ٩-تقریب جواب ی که دارد وجود هسته مجموعه�ی این

علاوه ه بل دارد، بهتری تقریب ضریب نه�تنها که خواهیم ارائه کامل�تر وریتم ال ی بخش۵-٣ در ما

که کنیم فرض اگر اما �کند؛ م مشخص نیز را مراکز این به نقاط سایر انتساب نحوه ، نهای مرکز k بر

وریتم ال ی وریتم ال این باشد، مراکز از نقطه�ای k هسته مجموعه�ی ی کردن پیدا تنها ، نهای هدف

بود. خواهد هدف این برای کارا و ساده

مورداستفاده ادامه در که کلیدی و مهم بسیار لم دو آن، به مربوط قضیه معرف و وریتم ال ارائه از پیش

�کنیم. م معرف را بود خواهد

نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی و k-مرکز مسئله�ی جواب رابطه�ی ٢-١-۵

برای α)-تقریب + ١) هسته�ی مجموعه�ی ی ، k-مرکز مسئله�ی برای α-تقریب جواب هر ١-۵ لم

است. نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی جواب

�شود م دیده [١٠] سایرین و �زاده ضراب کار در آنچه مشابه شیوه�ای از بخش این اثبات در اثبات.

C = مجموعه �بریم. م بهره مسئله دو جواب مجموعه در موجود نقاط مقایسه از و �کنیم م استفاده

S ورودی ازای به k-مرکز مسئله�ی برای α-تقریب جواب ی بعنوان را C ⊆ S که {q١, q٢, . . . , qk}
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در p ∈ S نقطه�ی که مرکزی را ϕ(p) نماد همچنین بنامیم. r∗ را بهینه جواب شعاع و یرید ب درنظر

�گیریم. م نظر در است شده متصل آن به C جواب

مسئله�ی بهینه��ی جواب بعنوان را C∗
cap ⊆ S که C∗

cap = {q١, q٢, . . . , qk} مجموعه مشابه، بطور

در p ∈ S نقطه�ی که مرکزی را ϕcap(p) نماد و یرید ب درنظر r∗cap شعاع به نرم ظرفیت�های با k-مرکز

�گیریم. م نظر در است شده متصل آن به C∗
cap جواب

بنامید. O را جدید مراکز مجموعه و یرید ب نظر در o′ = ϕ(o) مرکز ی o ∈ C∗
cap مرکز هر ازای به

شده متصل نقاط تمام o ∈ C∗
cap مرکز هر ازای به اگر است. C برای زیرمجموعه ی O که است واضح

نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای جدید جواب ی O کنیم، منتقل جدید) (مرکز ϕ(o) به را o به

داریم: همچنین بود. خواهد S ورودی ازای به

∀p ∈ S : d(p, ϕ(ϕcap(p))) ⩽ r∗cap + α · r∗ ( مثلثات (نامساوی

⩽ r∗cap + α · r∗cap (r∗ ⩽ r∗cap)

⩽ (1 + α) · r∗cap

ازآنجاکه ول شوند. اشت ن C از سان ی نقطه ی به C∗
cap از نقطه چند است ن مم اشت ن این در

تعریف۴-۵، طبق و �کند نم ایجاد ل مش اشت ن نحوه این است، نرم ظرفیت�ها مسئله از نسخه این در

□ است. نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای قابل�قبول جواب ی O مجموعه

کلیدی لم ی ٢-٢-۵

S ورودی نقاط مجموعه ازای به نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی بهینه جواب شعاع r∗S اگر ٢-۵ لم

داریم: S ⊆ S مجموعه هر ازای به باشد،

r∗
S
⩽ ٢ · r∗S

(S مجموعه ازای به ری دی و S مجموعه ازای به (ی بهینه جواب دو قسمت این در ازآنجاکه اثبات.

�دهیم. م گسترش اندک را ٣-۵ و ٢-۵ تعریف است، موردبحث
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شده منتسب آن به S بهینه�ی جواب در p که مرکزی ϕ(p) نماد :p ∈ S نقطه هر ازای به �کنیم م فرض

�دهد. م نشان را است شده منتسب آن به S بهینه�ی جواب در p که مرکزی ϕ(p) نماد و است

جواب در که نقاط مجموعه Dc نماد :c مانند (مرکز) نقطه هر ازای به که �کنیم م فرض همچنین

را شده�اند منتسب c به S بهینه�ی جواب در که نقاط مجموعه Dc نماد و شده�اند منتسب c به S بهینه�ی

�دهد. م نشان

�دانیم: م باشد، S ورودی برای بهینه جواب C∗ ⊆ S که C∗ = {q١, q٢, . . . , qk} مجموعه اگر پس

S =
∪

qi∈C∗

Dqi

S ورودی برای بهینه) نه (و قابل�قبول جواب ی که نماییم معرف C مانند مجموعه ی داریم قصد

�کنیم: م تعریف زیر به�صورت را f : C∗ −→ S تابع منظور بدین باشد.

∀i ∈ {١,٢, . . . , k} : f(qi) = δ
(
qi, S

)
(۵− ٢)

(که C = {q̄١, q̄٢, . . . , q̄k} مجموعه عنصر سه تعریف با را قابل�قبول جواب ی ،f تابع اساس بر حال

�کنیم: م تعریف زیر به�صورت ϕ و D و (C ⊆ S

∀q̄i ∈ C : q̄i = f(qi)

∀p ∈ S : ϕ(p) = f(ϕ(p))

∀q̄i ∈ C : Dq̄i =
{
p ∈ S|p ∈ Df−1(q̄i)

}

در ازآنجاکه ول شوند. اشت ن S از سان ی نقطه ی به C∗ از نقطه چند است ن مم اشت ن این در

،۴-۵ تعریف طبق و �کند نم ایجاد ل مش اشت ن نحوه این است، نرم ظرفیت�ها مسئله از نسخه این

تعریف طبق همچنین است. rS = maxp∈S d(p, ϕ(p)) شعاع با Sبرای قابل�قبول جواب ی C مجموعه

�دانیم: م ٢-۵ رابطه و ١-۵

∀p ∈ S : d(ϕ(p), ϕ(p)) = d(ϕ(p), δ
(
ϕ(p), S

)
) ⩽ d(ϕ(p), p) ⩽ r∗S (۵− ٣)

داریم: p ∈ S نقاط تمام ازای به ،١-۵ ل ش مطابق

∀p ∈ S : d(p, ϕ(p)) ⩽ d(p, ϕ(p)) + d(ϕ(p), ϕ(p)) (١-۵ (طبق

∀p ∈ S : d(p, ϕ(p)) ⩽ ٢ · r∗S (٣-۵ (طبق
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ϕ(p) و ϕ(p) و p ∈ S نقطه سه بین هندس رابطه :١-۵ ل ش

است. ٢ · r∗S حداکثر �تواند م C جواب در مرکزش از نقطه هر فاصله درواقع که است آن معن به که

rS ⩽ ٢ · r∗S (۵− ۴) ر: به�عبارت�دی

r∗
S
⩽ rS (۵− ۵) داریم: rS مانند جواب هر ازای به که �دانیم م طرف از

□ r∗
S
⩽ ٢ · r∗S گرفت: نتیجه �توان م ۵-۵ و ۴-۵ رابطه دو از

پیشنهادی وریتم ال ٢-٣-۵

است: زیر شرح به نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی حل برای ما پیشنهادی روش

کن افراز Sm تا S١ زیرمجموعه�های به دلخواه ل ش به را (S) مسئله ورودی نقاط مجموعه ابتدا .١

�نامیم. م Si را iام ماشین به داده�شده اختصاص نقاط مجموعه بده. ماشین ی به را افراز هر و

مجموعه�ی و کن اجرا ماشین هر روی بر را k-مرکز مسئله�ی حل برای را گنزالس وریتم ال سپس .٢

مجموعه برای جواب٢-تقریب ی Ti مجموعه تعریف، طبق که �دانیم م بنام. Ti را حاصل هسته

که �گیریم م نظر در Ti از رأس با برابر را ϕSi(v) ،v ∈ Si هر ازای به همچنین �آید. م بشمار Si

است. شده متصل آن به v

مجموعه و کن اجرا Tiها) مجموعه (اجتماع T مجموعه روی بر را گنزالس وریتم ال ر دی بار .٣

v که �گیریم م نظر در Q از رأس با برابر را ϕT (v) ،v ∈ T هر ازای به همچنین بنام. Q را حاصل

است. شده متصل آن به
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است. ٩-تقریب جواب شامل هسته�ی مجموعه�ی ی Q مجموعه .۴

مجموعه در موجود نقاط روی بر مرکز k که اثباتکنیم تا است نیاز فوق، وریتم ال اثباتدرست برای

اثبات ابتدا اثباتقضیه برای است. S ورودی نقاط مجموعه برای جواب٩-تقریب ی که دارد Qوجود

برای ١-۵ لم از انتها در و است، k-مرکز مسئله�ی برای ٨-تقریب جواب ی Q مجموعه که �کنیم م

�کنیم. م استفاده ٩-تقریب جواب ی وجود اثبات

ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای ٩-تقریب جواب ی شامل فوق وریتم ال خروج ٣-۵ قضیه�ی

است. نرم

ورودی ازای به k-مرکز مسئله�ی برای ٨-تقریب جواب ی Q مجموعه�ی که �کنیم م اثبات ابتدا اثبات.

وریتم ال اجرای از حاصل مجموعه�ی Ti مجموعه که �دانیم م وریتم، ال دوم گام به توجه با است. S

که همان�طور �پذیرد. م صورت iام ماشین توسط که است ورودی از Si بخش روی بر گنزالس ٢-تقریب

p ∈ Si نقطه�ی که مرکزی ،(٣-۵) اصل تعریف با مشابه را ϕSi(p) نماد شد، بیان نیز وریتم ال بدنه در

r∗Si
را Si بخش ازای به بهینه شعاع همچنین �گیریم. م نظر در است شده متصل آن به Ti جواب در

داریم: استفاده�شده وریتم ال و فوق تعاریف به توجه با �نامیم. م

∀p ∈ Si : d(p, ϕSi(p)) ⩽ 2 · r∗Si

r∗Si
⩽ ٢ · r∗S �دانیم: م ٢-۵ لم کم به طرف از همچنین

داریم: پس

∀p ∈ Si : d(p, ϕSi(p)) ⩽ ۴.r∗S (۵− ۶)

داشت: خواهیم نیز وریتم ال سوم گام به توجه با و مشابه به�طور

∀t ∈ T : d(t, ϕT (t)) ⩽ ۴.r∗S (۵− ٧)

پس:

∀p ∈ Si : d(p, ϕT (ϕSi(p))) ⩽ ۴.r∗S + ۴.r∗S = ٨.r∗S

در مرکز ی ورودی، از نقطه هر ازای به ،ϕT و ϕSi توابع به توجه با به که گفت �توان م درنتیجه و

جواب ی Q مجموعه ه این به توجه با حال است. ٨ · r∗S حداکثر آن فاصله که دارد وجود Q مجموعه

نتیجه �توان م ١-۵ لم به توجه با همچنین و است S ورودی ازای به k-مرکز مسئله�ی برای ٨-تقریب
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است نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای ٩-تقریب هسته مجموعه�ی ی Q مجموعه�ی که گرفت

با k-مرکز مسئله�ی برای ٩-تقریب جواب ی که داد قرار Q نقاط روی بر طوری �توان م را مرکز k و

□ باشد. نرم ظرفیت�های

نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای بهبودیافته وریتم ال ٣-۵

نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای ٩-تقریب وریتم ال ی ٢-۵ بخش در شده ارائه وریتم ال

به ورودی نقاط مجموعه انتساب نحوه ، نهای مرکز k بر علاوه تا است لازم کاربردها بعض در است.

که شد خواهد معرف جدید وریتم ال ی بخش این در منظور همین به شود. مشخص نیز مراکز این

�کند. م مشخص نیز را رئوس انتساب نحوه ، نهای مرکز k ارائه علاوه

k-مرکز مسئله�ی حل برای β-تقریب وریتم ال ی از بخش این پیشنهادی وریتم ال پیاده�سازی در

وریتم ال به نسبت که داد خواهد ارائه ۴+ ٢β جواب ی و �شود م استفاده نرم ظرفیت�های با وزن�دار

است: زیر به�صورت پیشنهادی وریتم ال مراحل است. بهتر ٢-۵ بخش در شده ارائه

کن افراز Sm تا S١ زیرمجموعه�های به دلخواه ل ش به را (S) مسئله ورودی نقاط مجموعه ابتدا .١

�نامیم. م Si را iام ماشین به داده�شده اختصاص نقاط مجموعه بده. ماشین ی به را افراز هر و

Ti را حاصل هسته مجموعه�ی و کن اجرا ماشین هر روی بر را گنزالس ٢-تقریب وریتم ال سپس .٢

�دانیم م یر. ب نظر در مرکز آن به شده منتسب نقاط تعداد معادل وزن t ∈ Ti رأس هر به و بنام

به همچنین �آید. م بشمار Si مجموعه برای ٢-تقریب جواب ی Ti مجموعه تعریف، طبق که

است. شده متصل آن به v که �گیریم م نظر در Ti از رأس با برابر را ϕSi(v) ،v ∈ Si هر ازای

(مانند نرم ظرفیت�های با وزن�دار k-مرکز مسئله�ی حل برای β-تقریب آفلاین وریتم ال ی .٣

را حاصل مجموعه و کن اجرا T وزن�دار مجموعه روی بر (٢-۴ بخش در شده ارائه وریتم ال

آن به v که �گیریم م نظر در Q از رأس با برابر را ϕT (v) ،v ∈ T هر ازای به همچنین بنام. Q

است. شده متصل

رأس هر ازای به همچنین بود. خواهند بهینه جواب از +۴)-تقریب ٢β) جواب ی Q مجموعه .۴

کن. متصل ϕT (ϕSi(v)) ∈ Q مرکز به را v رأس ،v ∈ Si
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Q مجموعه در موجود نقطه�ی k که نماییم اثبات تا داریم نیاز ما فوق، وریتم ال درست اثبات برای

شده آورده ۴-۵ قضیه در ادعا این است. S ورودی نقاط مجموعه برای +۴)-تقریب ٢β) جواب ی

�کنیم. م بیان ادامه در که است

ی ٣-۵ وریتم ال خروج نرم، ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای S ورودی ازای به ۴-۵ قضیه�ی

است. بهینه جواب از +۴)-تقریب ٢β) جواب

وریتم ال خروج مقایسه شیوه از قضیه این اثبات در ،٣-۵ قضیه برای شده ارائه اثبات برخلاف اثبات.

سان ی به توجه با داد. خواهیم ارائه مستقیم اثبات و کرد نخواهیم استفاده بهینه جواب در موجود نقاط با

مرحله این به مربوط روابط و تعاریف اثبات، از بخش رار ت از ، قبل وریتم ال با وریتم ال دوم گام بودن

اثبات از را ۶-۵ رابطه و r∗Si
شعاع و g و ϕSi تابع تعریف منظور همین به �کنیم. م خودداری وریتم ال از

�کنیم. م فرض صحیح ۴-۵ قضیه

گام در نرم ظرفیت�های با وزن�دار k-مرکز مسئله�ی حل برای گرفته�شده ار ب وریتم ال که فرضکنیم

�کند، م عمل به�درست ALG وریتم ال که کنیم فرض اگر بنامیم. ALG را پیشنهادی وریتم ال از سوم

استدلال این بود. خواهد مسئله برای صحیح جواب ی مشخصاً نیز پیشنهادی وریتم ال جواب اه آن

ر دی نقطه تعدادی نماینده را T وزن�دار مجموعه از نقطه هر �توانیم م ما که است درست ازآن�جهت

مرکز تعدادی کم به را (rp وزن (با p ∈ T مانند نقطه ی بتواند ALG وریتم ال اگر و کنیم فرض

(و دارند قرار وریتم) ال اول گام از به�دست�آمده Dp) p نقطه دامنه در که نقاط �توان م دهد، پوشش

که �شود م فرض ازآنجاکه همچنین کرد. منتسب ϕ(p) مراکز این به را است) rp تعدادشان حداکثر

ان ام است، کرده منتسب T مجموعه وزن�دار رئوس از واحد L حداکثر Q عضو هر به ALG وریتم ال

ندارد. وجود ظرفیت�ها نقض

جواب شعاع با رابطه در اه آن (t ∈ T (که t = ϕg(p)(p) که کنیم فرض p ∈ S رأس هر ازای به اگر

داریم: فوق وریتم ال خروج
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d(p, ϕT (t)) ⩽ d(p, t) + d(t, ϕT (t))

⩽ 2.2.r∗S + d(t, ϕT (t)) (۶-۵ (طبق

⩽ 4.r∗S + β.r∗T (ALG تعریف (طبق

⩽ 4.r∗S + 2.β.r∗S (٢-۵ قضیه (طبق

= (4 + 2β).r∗S

است. بهینه جواب از +۴)-تقریب ٢β) جواب ی Q مجموعه پس

□

پیشنهادی وریتم ال پیاده�سازی در ٢-۴ بخش در شده ارائه ۵-تقریب وریتم ال از اگر ۵-۵ نتیجه�ی

به نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای توزیع�شده ١۴-تقریب وریتم ال ی شود، استفاده فوق

�آید. م دست

سخت ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای تقریب وریتم ال ۴-۵

قصد بخش این در ندارد، وجود ظرفیت�ها گرفتن نظر در «نرم» ان ام کاربردها از بسیاری در ازآنجاکه

سخت ظرفیت�های با k-مرکز مسئله حل برای بخش۵-٣ وریتم ال مبنای بر جدید وریتم ال ی تا داریم

جواب هر �توان م آن کم به که نمود خواهیم ارائه کل شیوه ی ما بخش این در درواقع دهیم. ارائه

تبدیل سخت ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای جواب ی به را نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی

�کنیم. م بیان زیر قضیه�ی قالب را شیوه این نمود.

جواب ی به �توان م را نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای α-تقریب جواب هر ۶-۵ قضیه�ی

نمود. تبدیل سخت ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای (٢α)-تقریب

جواب ی f : S −→ C انتساب تابع و C ⊆ S که C = {q١, q٢, . . . , qk} مجموعه کنید فرض اثبات.

مانند مرکز دو است ن مم که نیست ذکر به لازم باشد. مسئله نرم ظرفیت نسخه برای α-تقریب بهینه
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به�عنوان �بار ی از بیش یا �بار ی نقطه ی ه آن به بسته .qi = qj که باشند داشته وجود qi, qj ∈ C(i ̸= j)

نمود: تقسیم�بندی دودسته به را جواب این خروج نقاط مجموعه �توان م است، انتخاب�شده مرکز

حداکثر صورت این در انتخاب�شده�اند. مرکز به�عنوان �بار ی تنها که هستند نقاط آن اول دسته .١

شده�اند. متصل مرکزی چنین به که دارند وجود نقطه L

به نقطه L از بیش و انتخاب�شده�اند مرکز به�عنوان �بار ی از بیش که هستند نقاط آن دوم دسته .٢

است. شده متصل نقطه این

نسخه برای درست جواب ی فعل جواب یرند، ب قرار اول دسته در C مجموعه اعضای تمام اگر

نیست. لازم عمل هیچ و هست نیز مسئله از سخت

باشد. ظاهرشده C مجموعه در بار t که باشد داشته وجود p ∈ S مانند نقطه ی کنیم فرض حال

این در �نامیم. م Cp = {p١, p٢, . . . , pt} مجموعه را آن�ها ،p روی بر واقع�شده مراکز بین تمایز برای

هدف ازآنجاکه دارند. قرار Cp مراکز دامنه در ورودی مجموعه از نقطه t.L حداکثر که میدانیم صورت

ازای به زیر گام�های رار ت با است، سان ی نقطه ی روی بر جواب از مرکزی دو هیچ نداشتن قرار ما

�کنیم: م زین جای جدید نقطه ی با را مرکز آن ،pi(١ ⩽ i ⩽ t) مرکز هر

�گیریم. م نظر در را p′i ̸= pi که p′i ∈ Dpi مانند نقطه ی �نامیم. م Dpi را موردبحث مرکز دامنه .١

است. نداشته قرار C مجموعه در نقطه�ای چنین که میدانیم

�کنیم. م معرف pi مرکز زین جای به�عنوان را p′i نقطه .٢

�کنیم. م متصل جدید مرکز به را pi نقطه و Dpi نقاط مجموعه .٣

نیز جدید مرکز دو هیچ است، بوده مرکز ی دامنه عضو فقط و فقط p ∈ S مانند نقطه هر ازآنجاکه

جدید مراکز از مجموعه�ای به مراکز، تمام ازای به بالا عمل رار ت با درنتیجه، باشد. سان ی �توانند نم

مسئله�ی برای صحیح جواب ی به�عنوان �تواند م و هستند متمایز کاملا ر دی ی از که رسید خواهیم

مرکز ی ازای به� را فوق گام�های اجرای نحوه ٢-۵ ل ش گردد. تلق سخت ظرفیت�های با k-مرکز

زین جای Dp دامنه از نقطه ی با p مرکز مثال، این در �دهد. م نمایش خود دامنه در رأس سه با p فرض

را جابجای از پس حالت راست سمت ل ش و جابجای از قبل حالت چپ سمت ل ش است. شده



۵٧ توزیع�شده مدل در ظرفیت�دار K-مرکز مسئله�ی برای جدید تقریب وریتم�های ال .۵ فصل

سخت به نرم ظرفیت نسخه جواب تبدیل برای مرکز زین جای نحوه :٢-۵ ل ش

�دهد. م نشان

خواهد اولیه شعاع برابر دو حداکثر جدید، جواب شعاع که کرد اثبات �توان م به�راحت همچنین

٢-۵ ل ش با مطابق همچنین بنامیم. r را C مراکز ازای به جواب شعاع که فرضکنیم اثبات، برای بود.

انتخاب زین جای مرکز به�عنوان را p′ ∈ Dp داریم قصد ما و باشد قدیم مرکز ی p ∈ C کنید فرض

داریم: مثلثات نامساوی اصل اساس بر صورت این در کنیم.

∀v ∈ Dp : d(v, p
′) ⩽ d(v, p) + d(p, p′) ⩽ r + r = ٢.r

□ بود. خواهد ٢.r حداکثر جدیدش مرکز تا نقطه هر فاصله که است واضح پس

-k مسئله�ی برای ٢٨-تقریب جواب ی �توانیم م ۵-۵ نتیجه و ۶-۵ قضیه به توجه با ٧-۵ نتیجه�ی

بیاوریم. دست به سخت ظرفیت�های با مرکز



۶ فصل

نتیجه�گیری

مقایسه به انتها در همچنین �پردازیم. م پژوهش از به�دست�آمده نظری نتایج جمع�بندی به بخش این در

ارائه آت کارهای برای پیشنهادهای مجموعه انتها در سپس �پردازیم. م موجود باکارهای با نتایج این

�شود. م

آمده بدست نتایج ١-۶

نتایج زیر موارد نرم، ظرفیت�های با وزن�دار k-مرکز مسئله برای β-تقریب وریتم ال ی وجود فرض با

�کند: م خلاصه را پژوهش این در به�دست�آمده

(۵-۴ (قضیه نرم ظرفیت�های با وزن�دار k-مرکز مسئله�ی برای ۵-تقریب وریتم ال ی .١

کم به و توزیع�شده مدل در نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای ٩-تقریب وریتم ال ی .٢

.(٣-۵ (قضیه ترکیب�پذیر هسته�ی مجموعه�های

به و توزیع�شده مدل در نرم ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای +۴)-تقریب ٢β) وریتم ال ی .٣

(۴-۵ (قضیه ترکیب�پذیر هسته�ی مجموعه�های کم

و توزیع�شده مدل در سخت ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای (۴β+٨)-تقریب وریتم ال ی .۴

( ٧-۵ (نتیجه ترکیب�پذیر هسته�ی مجموعه�های کم به

۵٨



۵٩ نتیجه�گیری .۶ فصل

نسخه�های برای ١-۶ جدول تقریب�های ضریب به درنتیجه .β = ۵ داریم ۶-۴ قضیه به توجه با

توزیع�شده مدل برای وریتم�ها ال این تمام که است ذکر به لازم رسید. خواهیم k-مرکز مسئله مختلف

�شده�اند. طراح

مراکز به نقاط انتساب نحوه مشخصشدن تقریب ضریب مسئله

خیر ٩ نرم ظرفیت�های با k-مرکز

بله ١۴ نرم ظرفیت�های با k-مرکز

بله ٢٨ سخت ظرفیت�های با k-مرکز

ظرفیت�دار k-مرکز مسئله�ی مختلف نسخه�های برای آمده بدست تقریب�های ضریب :١-۶ جدول

k-مرکز مسئله�ی حل برای پژوهش این در ارائه�شده وریتم ال بین مقایسه�ای ٢-۶ جدول همچنین

ارائه ([١٢] (پژوهش موجود کار بهترین و (۴-۵ (بخش توزیع�شده مدل در سخت ظرفیت�های با

بهترین تقریب ضریب مناسب به�طور پژوهش این در پیشنهادی وریتم ال که است مشخص �دهد. م

است. داده بهبود را خود ماقبل وریتم ال

ی تنها با ما پیشنهادی وریتم ال اشت-کاهش)، ن مدل (در لازم دور تعداد ازنقطه�نظر همچنین

این در ما پیشنهادی وریتم ال که است آن ر دی اهمیت حائز ته ن �دهد. م ارائه را نتیجه بهترین دور،

یا تقریب ضریب و بوده تصادف [١٢] وریتم ال �که درحال است، قطع کاملا وریتم ال ی پژوهش

بود. خواهد بیشتر بسیار حالت بدترین در آن دورهای تعداد

/تصادف قطع اشت-کاهش ن در دور تقریب ضریب وریتم ال

قطع ١ ٢٨ جاری پژوهش

تصادف O(١) ۶۴ [١٢] پژوهش وریتم ال

ظرفیت�دار k-مرکز مسئله�ی برای موجود نمونه با پیشنهادی وریتم ال مقایسه :٢-۶ جدول
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آینده کارهای ٢-۶

نسخه و سخت ظرفیت�های با k-مرکز نرم، ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی که شد سع پژوهش این در

در ما اصل هدف ه آن و حجیم داده�های پردازش اهمیت به توجه با یرد. ب قرار موردمطالعه آن وزن�دار

روش از ارائه�شده وریتم�های ال طراح در بود، توزیع�شده مدل برای وریتم�های ال طراح پژوهش این

روشبرای این از استفاده روش، مختلفاین مزایای باوجود شد. استفاده ترکیب�پذیر هستۀ مجموعه�های

[١٢] اران هم و باطن اخیر کار در خاص به�طور و است بوده محدود بسیار خوشه�بندی مسائل حل

ضرایب با جدید توزیع�شده وریتم�های ال ارائه برای شیوه این به�کارگیری درنتیجه است. قابل�مشاهده

ران پژوهش موردتوجه �تواند م ین k-میان k-میانه، قبیل از خوشه�بندی مسائل سایر برای ثابت تقریب

یرد. ب قرار

بهترین از توزیع�شده مدل در سخت ظرفیت�های با k-مرکز مسئله حل برای ۴-۵ وریتم ال هرچند

استفاده�شده دومرحله�ای رد روی ی از وریتم ال این طراح در �کند، م عمل بهتر خود ماقبل وریتم ال

و �شود م حل ظرفیت�ها بودن نرم فرض با مسئله اول، مرحله در دارد. وجود آن بهبود ان ام که است

ی طراح �گردد. م تبدیل سخت ظرفیت�های با نسخه�ی برای جواب به حاصل دوم مرحله در سپس

به�عنوان �تواند م توزیع�شده مدل در سخت ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی حل برای مستقیم وریتم ال

[٢] سوسمان و خولر ۶-تقریب وریتم ال از استفاده شود. گرفته نظر در آت پژوهش�های از ر دی ی

کند. کم پژوهش این انجام به �تواند م سخت ظرفیت�های با k-مرکز مسئله�ی برای

k-مرکز مسائل تمام در ابتدا از نقاط تمام ظرفیت بودن سان ی فرض پژوهش این در همچنین

سان ی غیر ظرفیت�های با نسخه�های برای وریتم�های ال طراح ه حال�آن شد. گرفته نظر ظرفیت�دار

یرد. ب قرار موردتوجه آت کارهای از ری دی بخش به�عنوان �تواند م k-مرکز مسئلۀ
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Abstract

Clustering is one of the most well-known fundamental problems in computer science. In
this thesis we have focused on a particular version of such problem, called capacititated k-
center, and we analyze and survey them in the distributed model, when massive data is given.
Our contribution in this research includes a new approximation algorithms with constant
approximate factors for such problems in the distributed model, as well as improving the
best available algorithm for capacitated k-center problem. Composable coreset as one of
the most important techniques in distributed and streaming model is our primary tools in
designing these algorithms. This technique gives the opportunity of solving the problem in
smaller chunks of data, and giving the result by combining them.

Keywords: Approximation algorithm, Composable coreset, Clustering, Capacitated k-center,
Distributed model
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